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В работах [1,2] были получены коротковолновые равномерные

асимптотические выражения для компонент полей собственных

электромагнитных колебаний в эллипсоидальном (трехосный эллип-

соид) и в вытянутом и сплюснутом сфероидальных резонаторах ,

исследовалась геометрическая структура полей - каустические

поверхности и квантовые условия для реализуемых типов колеба-

ний. Метод решения этих задач основан на общих положениях,раз-

витых в работах [3,4] .

В настоящей работе анализируется структура полей в эллипсо-

идальных резонаторах и исследуется вопрос о степени вырожде-

ния колебаний путем рассмотрения различных способов возбужде-

ния (поляризации возбуждения) электромагнитных волн. В этом

заключается новизна полученных результатов и их отличие от

результатов работ [5,6] для случая скалярных волн.

I. В соответствии с положениями, разработанными в работе

[4] , равномерные асимптотические выражения для полей констру-

ируются в виде линейных комбинаций расходящихся на каустичес-

ких поверхностях геометрооптических решений. При этом компо -



ненты электромагнитного поля в эллипсоидальной системе коор-

динат ^ . ^ 2 » ^з разлагаются в геометрооптическом базисе

связанном с градиентом эйконалов

fc соотношениями

ZP^h ' t J ^ P ^ S l ; P ^ J | f R ^ " L

где числа Р, ,; Р2 , Р3 принимают значения 0 5 i .. а 5р.р,р -лрс

изэольны.1 пока вектор, зазисящий os индексов рА . рй , °$ -

Выберем зго в вице

Т о г д а л р и п Я р ^ Р з = г п р . е р г Р 3 - 0 , т - . е , п р и S F , p 2 p 3 || v ^ 3

получаем следующие выражения для компонент лолзй в трехосноы

эллипсоиде

(3)

При т Р ) Р г Р з = ™Р1ргРз = 0, т . е . при sPiPzPi

получаем следующие выражения для полей



r'V0'

И, наконец, при mp*ptp, = "^^kps s ° » т * в ф П Р И

^ и м е е ы

(5)

, H H C3

В (3-5) L(fre) ( £ • I»2,3) - функции Лаыэ, через коиорые

выражается точное решение скалярного уравнения Гельигольца в

виде u = U & j U & J U t , ) M • Они удовлетворяют

уравнениям Лаыэ

где

3
- ^

е
) , а, > а, > а

3
 - квадраты полуосей эллипсоида, р , п - кон-



станты.

wh> f Г Pcfc) 1

*
j - коэффициенты

Ламэ эллипсоидальной системы координат.

Соответствующие выражения для электрических типов волн полу-

чаются из (3-5) заиенами в них Т-^17 , ?Т-*-Е .

Для того, чтобы эти поля являлись бы собственными функциями

зеркального эллипсоида, необходимо, чтобы они удовлетворяли

граничным условиям Ev = Et = H t = О на поверхности

эллипсоида | з = О. С другой стороны, сообразуясь с услови-

ями однозначности определения функций L(^e) на границах

октантов [ 5 ] , можно записать следующие граничные условия для

них на концах интервалов изменения эллипсоидальных координат

о ^ ^ с ц , а 8 £ £ а * а г , 0 ^ 3 « а э • Для функций Ламэ L( fc ) ,

L ( ^ ) ; LCfe3) реализующих Н - типы волн [ 3 - 5 ] , в

зеркальном эллипсоиде эти условия сводятся к уравнениям для

конфигурации, получающейся при S P i P t P j li v$3 (3) L(^1»a,;a1)= о

при



(4): b(t,-a.;a,)« 0,

(5):

L(^=ai,a
3
)=o, L(^=a

3
)=o,

 d
l^° =0» Соответствующие граничные

условия для Е - типов волн получаются заменами L.(t-)—

Замечательной особенностью полученных решений является* то,

что они выражаются через произвольные функции Ламэ (и их первые

производные) и могут быть конкретизированы на основании гра -

ничных условий. С другой стороны, эти граничные условия, булу-

чи записаны для асимптотических решений, могут быть заменены

каустическими квантовыми условиями [5] , что сводится, в конеч-

ном счете, к подстановке в них вместо функций L(|J » И$
г
),

1Д^
3
) их дебаевских (квазиклассических) асимптотик и к

уточнению областей существования осциллирующих решений (лучей).

Квазиклассическую асимптотику этих функций представим в общем

виде [7]



f

Знак минус в (7) соответствует случаю, когда 1?е < £е , а

знак плюс - случаю fcg > fce Ш (£(? е) = О , ^=f e - каус-

тические поверхности . Если i p ( ^ e ) > 0 (соответствующая

каустика не реализуется), в асимптотике (7) фазовую добавку

+ Я/4 следует опускать; при этой предел интегрирования сле-

дует заменить на начало соответствующего интервала изменения

координаты ^£ , а выбор четной (cos ) или нечетной ( s i n )

асимптотик диктуется граничным условием ( Ц/£е ) = 0 или

я с на этом же конце интервала. Дело в том (см. [5]),

что если функция UVJ , Ь(^ г ) или U^ 3 ) является мо-

нотонной (в области каустической тени), то граничным условиям

на обоих концах соответствующего интервала удовлетворить нель-

зя, и решение задачи (асимптотическое) не может быть получено.

Для осциллирующих же асимптотик функций L(£,) , 1Д£г) и

L(£3) получается три квантовых условия, из которых опре-

деляются константы р , п и собственные частоты резонатора

Лучевая структура электромагнитного поля полого эллипсо

идальнего резонатора вполне аналогична структуре скалярного
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яоля, рассмотренного в [5] , а собственные колебания Н и

Е - типов волн и для какдой выбранной конгруэнции лучей (вы-

бор вектора s P i P l p 3 ) классифицируется по четырем типам

колебаний [5,6] . Корни уравнения ?(£е) = О ^ и "Ot

( дл < г)г ) для первого типа колебаний ( Р С Л а ) * 0 ) лежат

в интервалах 0<t?,<ct 3 , аг<х)г<а^ , каустическими по-

верхностями служат поверхности, определяемые корнями уравнений

P(k)= О» 1 3 = А и pCfc) « О, \^йг , т . е . эллип-

соид ( | 3 = £), ) и двухполостный гиперболоид ( ];,= #„ ) . Облас-

ти распространения лучей (области осциллирующих решений) опре-

деляются из неравенств 0 < £ 3 < 0 , < а 3 f а3<$г<аг ,

1) г<^ т<с1 1 . Ограничивая область изменения координат £, и

|- областью существования осциллирующих решений и сообразуясь

с граничными условиями, приведенными выше, представим дебаев-

ские асимптотики функций L(^ g) для первого типа колебаний

в виде:

Заметим,что Ц ^ е = а 3 ) = 0 и д^аэ-

31 w >ет ;



выражение

г) = 0 ) ,

Однако, для первого типа колебаний t)

иг_ NJK&) может равняться единице (когда

что следует из уравнений эйконала ЙР Р Р з ' УР,*РЭ

 = * • ^ е ~

шение (4) в этоы случае не реализует равномерную асимптотику.

Таким образом, для получения равномерных асимптотических рз -

тений, когда £(£ г )
> 0 , вектор SpiPfep9 нельзя выби-

рать параллельным оси v"^2 . Сообразуясь, далее с гранич-

ными условиями при | , = а, , $ г =а г , ^ 3

= а з i и з (8) получаем

следующие квантовые условия для первого типа колебаний Н -ти-

пов волн:

Г),
/

(9)

Для Е - типов волн, сообразуясь с соответствующими граничными

;.с.1овиями, получаем:

10



o^ ( a,

Sp,ptp

K[ VpiWdt-2*rN2 , к( '/а(Ь)
a-' ' (Уа)

Как видим, квантовые условия для Е - типов волн при

Sp,P2P3 II v ^ , совпадают с квантовыми условия'и для Н - т и -

тов волн при Sp.pjPj II v ^ 3 , и наоборот. Таким образом, тем

же самым собственным значениям р , п и к = со/с в обцск

случае соответствуют две различные конфигурации полей, т . е .

имеется двукратное вырождение.

Для второго типа колебаний ( j i ( ^ , ) > ° } > 0< $,< а3< \)г< az

каустическими поверхностями являются |=г>, ( р ( $ э ) = ®) ~ э л '

липсоид и \г=0г ( р ( ^ г ) = 0) - однополостныи гиперболоид.

Область распространения лучей, принадлежащих этому типу коле -

баний, определяется неравенствами 0« ^, < о, < а 3 <. $г < 0 г и

а г < ̂  < а< . Асимптотики функцк/, ИД е) приобретают вид:

j

(I

T T



Для второго типа колебаний ( £(£,)> о ) неравноиернши

1вляются выражения для полей ( 5 ) , так как при

iV
v = I . Следовательно, для получения равномерных

асимптотических выражений для полей второго типа колебаний

следует выбрать вектор Sp,p8p3 либо вдоль v £ 2 , либс

вдоль v^ 3 . При этой для Н - типов волн получаем следую-

щие квантовые условия:

г)

г?,
K )

О

12



Так как квантовые условия для н и £ - типов волн при

наличии каустик разнятся четностью квантовых чисел ( N
2
 и N

3
) ,

то из (II) очевидно, что квантовые условия для Е - типов

волн при ^р,р
г
е,М^з будут, как и выше, совпадать с кванто-

вьши условиями для Н - типов волн при З^Рз I ?^
г
 и на-

оборот. Таким образом, второй тип колебаний также двукратно

вырожден.

Третий тип колебаний определяется неравенствами ^(^
3
)>0

и а
э
<1?

1
 <а

г
 < i?

a
 < а-, . Каустиками являются поверхности

й) = 0) - двухлолостный гиперболоид и \-й,

0) - ОДНОПОЛОСТЕЫЙ гиперболоид. Область распростра-

нения лучей определяется неравенствами 04%
ъ
<а

3 ?
 i?,< ̂

г
« а

г
 ,

О
г
< ^ < а, , и дебаевские асимптотики функций Ц С^

е
) имеют

вид

(12)

Для этого типа колебаний неравномерньши становятся выражения

для полей С5), получающихся при- Sp,
Pt
p, 117^ . Направив

13



лектор S R ^ вдоль v$
z
 или Щ^ , получии

поля (4) ИЛИ (5) и соответствующие квантовые условия для

н - типов волн:

а
г

(13)

Третий тип колебаний также двукратно вырожден: теп же кван-

товым числам р , п и к «со/с , определяемый из ( 1 3 } для

Н - типов волн и аналогичных формул для Е - типов волн,

соответствуют две конфигурации поля, описываемые формулами

( 4 - 5 ) , и формулами, получаемыми из них заменами Ef-~i? и

Н — If .

Последний, четвертый тип колебаний осуществляется при вы-

полнении неравенств а э < г?<< г?г< <h • Р(£«)*°.и )р(^3)>0

Каустические поверхности, между которыми распространяются лучи,

соответствуют двум корням уравнения £(£ г) = 0 - 1 = 1 ? , и"

Т г

 = 1 г̂ и представляют собой два одноподостных гиперболоида.

Соответствующие дебаевские асимптотики функций L ( t ) и Ц ^ ) ,

для которых каустические поверхности не реализуются, записыва-

ются совершенно аналогично предыдущим типам колебаний в виде:



гЬ

Асимптотику же функций |Д$ г ) можно будет записать в виде

для значений £г > €л ,

(15)

для значений |"г < "0z.

При этом из условия совпадения этих асимптотик в промежуточных

точках fy< $г

 < ^г получаем второе квантовое условие для

четвертого типа колебаний (для всех трех конфигураций поля):

(16)

15



Остальные два квантовых условия для функций ц^«) и )

также- получаются одинаковыми для всех трех конфигураций и будут

иметь вид:

( I 6 a )

2 . В силу общности утверждения работы [ 4 ] , рассмотрим дру-

гую возможную конструкцию решений. Она реализуется выбором век-

тора Sp,ptp3 в виде

W . (17)

При rn t = т г = 0 , т . е . когда 5"Р,ргр3 У C-i)P" v^ 3 - получаем

следующие выражения для компонент полей Н - типов волн:

(18)

Выражения (18) не являются равномерными для первого и второго

типов колебаний. Таким образом, при выборе вектора

16



Sp,ptpj Ж ' ^ ' ^ э равномерными оказываются колебания треть-

его типа ( в(£3) >0 ) . Совершенно аналогично, выбирая Sp^fb

параллельным направлениям {-rf*v\z или ( - i / 1 ^ , *

получаем равномерные выражения, соответственно, для первого

или второго типов колебаний.Однако, для дебаевской асимптотики

функций Ц£ а ) справедливы соотношения , .1

или u W p ^ ) 'LC^)-*- d> , что соответствуег замене

фигурирующей в (18) "нечетной" дебаевской асимптотики ( s i n )

на "четную" (cos ) . После такой замены выражения (18) перехо-

дят в равномерные выражения ( 3 ) . При конфигурациях

"* и 5р,ргр Н " ! ) 1 ^ ^ заменами.

соответственно - щ -^-^ Ц*г) и т^щуг - ^ ^ Ц*,)

полученные неравномерные выражения ( л р ? ( ^ г > 0 и

переходят в выражения (4) и ( 5 ) . Таким образом, снимается вы-

рождение, связанное с выбором вектора S P t P t p 3 . В конце

этого пункта приведем для справки выражения для полей других

конфигураций:

(19)

17



(20)

3. Выражения (3-5) и (18-20) были получены в предположении,

что константа с не зависит от индексов Р1,Рг>Рз . Это тре-

бование обеспечивало непрерывность перехода луча через каусти-

*У ( £ U0 * 0, jKk) = 0 и - р (&)« 0) . Между тем, для

первого типа колебаний эта константа могла бы зависеть
о т Рг ( £U*)>0 (» т*е« С = СРЙ * Для второго типа колебаний

( @(£,)>0 ) - от Р, , т . е . c = cP i , для третьего типа

колебаний ( £(13)>0 ) - от Р3 , т .е . с = СРз . Для четверто-

го типа колебаний ( $К^,)>0 , ?С^ 3 ) > е 1 ) константа с , мо-

жет зависеть от р| и рз , т .е . с = с р , р 3 • Выражения

для электрических компонент Н - типов волн, получающихся ие-

тодоы, развитым в [4] , с учетом таких значений константы с

сведены в таблицу. Можно показать, что дополнительные члены,

возникающие в выражениях для полей (с коэффициентами с о - с , ) ,

совпадают с соответствующими выражениями, получающимися при

выборе вектора 5р,ргр в виде (17), а первые члены - с

выражениями, когда вектор SPiPap3 был определен согласно

(2). Для первого приведенного в таблице типа колебаний

С ${\г)>0 ) справедливы асимптотические замены

18



, для второго ( ) - заме-

для третьего

и, наконец , для

четвертого типа колебаний парные замены

После таких замен выражения для полей переходят в выражения

(3-5) для соответствующих типов колебаний при с, = с о или

в выражения (18-20) при с,= -Со . Так можно обосновать вы-

бор константы с , не зависящей от индексов р,рсрэ в

нашем приближении.

4 . Случаи сфероидальных резонаторов [ 2 ] могут быть рассмот-

раны совершенно аналогично. Если вектор 5р,ргр3 выбрать

в виде ( 2 ) , где ^ = ^ , £ г = ц f $ 3

= < f - координаты в вы-

тянутой сфероидальной системе координат, получаем следующие

выражения для полей Н - типов волн:

при Зр,ргРз Ц

19



при

(22)

E^O,

(23)

Здесь -ко-

эффициенты Ламэ,
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R<*>» s <*> - вытянутые радиальные

и угловые сфероидальные функции, Т(.у)- e i m < f . Выраже -

ния для соответствующих Е - типов волн получаются из (21-23)

заменами if—IT и ТГ-^-Т .
Систему функций, описывающих электромагнитное поле, можно

построить также путем использования угловых и радиальных сфе-

роидальных функций Q.t и Qe » нормированных следующим о б -

разом:

Они удовлетворяют уравнениям:

причем

21



Тогда для Н - типов волн будем иметь следующие три группы ре-

шений, соответствующие (21-23) :

(26)

22



„
J h^ МОО^Ьу Ji-jf d£ drj (27)

dT(«f)

«1У

В С25-27)

у = ^ ^ = iUlL , T ( C f ) = e

i ( m ' O f . Выражения для
^ кЬ Kh

полей Е - типов волн получаются из (25-27) заменами Е-*-Н

и JH-*--!" .

Асимптотические решения (25-27) не зависят от у при

m = I . При этом решения (25), когда jfy =0( m s i ) , пере-

ходят в возможные при m = I точные решения задачи [8,9]

для Н - типов волн: '

T~
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В этом случав QiU)= R(fr)(**-i)1/2 , вгС1)-ЗД(1-г1г)Уг

(28)

Очевидно, что угловые сфероидальные функции в (28) имеют

индекс m = I . С другой стороны, как следует из определения

квазиклассической асимптотики, для функций R(£) и SCO

(см. [8] ) при дифференцировании этих функций не следует диф-

ференцировать множители, содержащиеся при cos или sin ,

так как такое дифференцирование дает превышение точности при-

меняемого приближения, т . е .

Но тогда

Н^-сОДЗД (29)

Решения (29) отличаются от (25) тем, что здесь стоят сферо-

идальные функции с индексом m = I, тогда как однородные

азимутальные моды в (28) имели индекс m = 0. С другой сто-



роны, при K ef8-(**-O*»< и K l f 2 (1- f ) 2 >r (вда-

ли от точек £ = I, ц = +1) справедливы асимптотические

равенства Rm(£) = Rm-it$); Sm-i(i) - sm(»l) . Таким образом,

в пределах точности метода равносильны оба приближения (21-23)

и (25-27). Заметим также, что при £(<f)>0 ( m ^ O ) каусти -

ческие поверхности £• = £ и 1 = ̂  экранируют собой области

£• = I и fj, = + I» где вышеуказанные асимптотические равен -

ства сказываются некорректными.

Каустические поверхности в-вытянутом сфероидальном резона-

торе реализуются при. выполнении условий $(£) = 0 и р(1) = 0 и

определяются корнями этих уравнений £ = £ и 1 = Ч - ^ н и

суть софокусные исходному сфероиду £= £0 сфероид ( £ = ̂  )

и двухполостный гиперболоид ( Т.= п[ )• При этом следует учесть,

что для азимутально-однородных сфероидальных мод ( m = 0) в

вытянутом сфероидальном резонаторе каустика ч ~ г[ не реали-

зуется ( $ ( q ) > 0 ) . Более того, когда m = 0 ( £(*£) « 0)

и £ ($)= 0 , из уравнения эйконала следует, что

Но тогда из конфигураций (21-23) только поля (21) и (23) явля-

ются равномерными всюду., Причем, если воспользоваться заменами

, то можно показать, что выра-
1к

жения для компонент полей Н - типов волн в (21) переходят в

выражения для полей Е - типов волн, получающихся из (23) заме*
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нами Е - * Н и Н — - Е . Вырождение полностью сшша -

ется. Залетим, что этот случай отличается от аналогичного слу-

чая в трехосной эллипсоиде тел, что здесь ,р(у>)= 0 не

соответствует какой-либо каустической поверхности. Для одно-

родных азимутальных иод ( m = 0) в вытянутом сфероидальном

резонаторе поля (21) приобретают вид (29).

Дебаевские асимптотики вытянутой радиальной сфероидальной

функции R(^) и ее первой производной имеют вид (см.[8] ):

I с»™* I i Ato _*!"••. < c t ^ *

Гак как гиперболическая каустическая поверхность не реализуется

( Р(Л) > ° )* а из симметрии системы следует, что

(31)

звазиклассическая асимптотика угловой сфероидальной функции
запишется в виде:

/T.r>\

Квантовые условия для Н - типов волн (21) или соответствующих

(23) Е - типов получатся теперь удовлетворяющими граничным

условиям на поверхности идеально проводящего сфероида

J 26



и условиям однозначности (31) . Они инею! вид

J ^V4hVAd^f(}+2NJ+f); J Jx-*?*i94'di.*NV (34)
azcch£

Второе из них есть полный эллиптический интеграл второго рода.

Квантовые условия для Е - типов волн, соответствующих (21) ,

и для Н - типов волн-(23) получаются из (34) заменой

В остальных случаях ( £(<•?)>0 » n\fO ) равномерными

всюду являются асимптотические выражения (22) и (23) , тогда

как решения (21) будут расходиться на пересечениях каустических

поверхностей $ = £ и гу = г[ , когда 1 - Я̂  а У| +' JfJ • О

( ^(V)=0 , j 4 4 ) = 0 )• Условия (31) и (33) для Н - типов волн

сводятся теперь к следующим уравнениям:

б ( а = о ) « о когда sP i f W P s | lv»i, (35а)

к о г д а

Для Е - типов волн, получающихся из (22-23) заменами

Е — Й" и Я"-* - Е , для конфигурации поля при

27



П8 '3
vtj мы будем иметь граничные условия (356),

а при SpiPip3 II v§ - (35а) . Таким образом, имеет место дву-

кратное вырождение. *

Квазиклассические асимптотики для угловых сфероидальных

функций теперь имеют вид.'

«.

Квантовые условия для конфигурации полей (22) и (23) полу-

чаются соответственно

[WJf(i*) p ^ (37a)
Г

••О, К NS5d4-f(t + 2N,). (376)

I
Причем условия (37а) для полей (22) совпадают с условиями для

полей Е - типов, соответствующих (23), а условия (376) для •

полей (23) - с условиями для Е - типов, соответствующих (22),

Бели снабдить сфероидальные функции индексами [8] Re
m
(^) и

S » соответствующими собственным значениям Л € т
 ,
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то число нулей угловых сфероидальных функций определяет раз-

ность £-т , а их четность - соотношение

( 3 8 )

Очевидно поэтому четность квантовых чисел 2N^+ 1 или

2N^ однозначно связана с выбором четной или нечетной угло-

вой сфероидальной функции.

В сплюснутом сфероидальном резонаторе поля будут описываться

выражениями (21)-(23), если в них подставлять соответствующие

сплюснутые сфероидальные функции, а под коэффициентами Ламэ

подразумевать коэффициенты Ламэ сплюснутой сфероидальной систе-

мы координат ^ 0 , -f« rj« \
t
 0<<f«2ar:

и, соответственно, иметь в виду, что в (21)-(23)

В отличие от вытянутого, в сплюснутом сфероидальном резона-

торе реализуется два типа колебаний. Для первого типа колеба-

ний квантовые условия для m >о совпадают с квантовыми

условиями (37а,б), если в них подразумевать под р($) и р{ч)

соответствующие сфероидальные выражения, а пределы интегрировав
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ния по ij заменить на (q — 1) . В случае однородных торо-

идальных мод ситуация более сложная. В этом случае могут быть

реализованы для различных квантовых мод две различные каусти -

ческие поверхности ^ = ̂ ^?ТГ ~ 1 и 1 = \/1~£Tfi • Очевидно,

что для мод с собственными значениями Л > Kf будет реали-

зовываться единственная эллиптическая каустическая поверхность

%~^ . В случае Л = к ^ какие-либо колебания отсутствуют,

а для остальных мод с Л < xf - каустическая поверхность - ги-

перболическая. В первом случае квантовые условия, аналогичные

(35), будут иметь вид ( J3( i )>0 )

в другом случае ( Л < Kf ;

Я/гzcsh£

(39-40) - квантовые условия для Н- типов волн. Квантовые

условия для Е - типов волн в (39) отличаются четностью чисел

2N;,+ 1 (т .е . 2Nv ), в (40) - четностью чисел SNrjH

(т.е . 2Nn ) . Второй тип колебаний реализуется между двумя

гиперболическими каустическими поверхностями f]f ; riZ , соот-

ветствующими двум корням уравнения f{4)~0 W )

J ,
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В этом случае квазиклассическую асимптотику можно построить

двумя различными способами:

л и б 0

Область осциллирующих решений не включает в себя полость

п = О, поэтому квантовые условия в данном случае получим из

условия совпадения двух асимптотических выражений в промеку -

точной точке , т.е.

се»[к -f J = COSн ч
т.е.

(«2)

или

Квантовое условие (42) для угловых сплюснутых сфероидальных

функций общее для всех решений. Для радиальных сплюснутых

сфероидальных функций будем иметь также единое квантовое

условие для всех колебаний

(43)
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Заметим в конце, что в случав решений (25)-(27) все кванто-

вые условия сохраняют свой вид. В самом деле, если переобозна-

чить собственные значения Лет -*- Л е
т
 - 2т +1 + 4гт-1' ,. то кван-

товые условия для мод с т - Н (25)-(27) будут совпадать с

квантовыми условиями мод с m (2I)-(23), что, как было пока-

зано выше, для больших сфероидальных резонаторов несущественно.
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