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THE EFFECT OF MOTION OF IONS ON THE NONLINEAR

EFFECTS AT GENERATION OF WAKE WAVES IN PLASMA

The problem of nonlinear Interaction of an electron bunch

with cold plasma with mobile ions is solved. Expressions for

wake fields and the maximum momenta of electrons and ions of

the plasma as well as the bunch electrons are obtained i'or

different values of the ц -factor of the bunch. The conditions

of у -dependence of the values mentioned are derived, and the

possibility for self-acceleration of part of the bunch elec-

trons under the condition of ion mobility is shown.
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ВЛИЯНИЕ ДВИЖЕНИЯ ИОНОВ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ

ПРИ ГЕНЕРАЦИИ КИЛЬВАТЕРНЫХ ВОЛН В ПЛАЗМЕ

Решена задача нелинейного взаимодействия электронного

сгустка с холодной плазмой с подвижными ионами. Получены вы-

ражения для кильватерных полей и максимальных импульсов элек-

тронов и ионов плазмы, а также электронов сгустка для разных

значений у - фактора сгустка. Выведены условия у - зависи-

мости указанных величин, указано на возможность самоускорения

части электронов сгустка в условиях подвижности ионов.
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I. Постановка задачи и основные уравнения

Нелинейные эффекты при генерации кильватерных волн в плаз-

ме релятивистским сгустком электронов (или заряженной плоскос-

тью) рассматривались в ряде работ [1-9] (см.также обзор [II] ),

в предположении неподвижных ионов плаяма. Б них была найдена,

в частности; при выполнении условия "е/Леэ* Уг зависимость

напряженности кильватерной волны от у -фактора сгутска ИЛЕ

от фактора (l-2ng/n
ee
) '

2
 , ( ng , пео - соответственно

плотность электронов сгустка и равновесная плотность электро-

нов плазмы), что намного увеличивало напряженность кильватер-

ных полей по сравнению с линейные случаем (ng « Пео ).Однако

учет движения ионов плазмы может ввести определенные уточнения

условий,при которых были получены указанные результаты,в связи

с чем в настоящей работе мы рассматриваем задачу .азаимодеЗст-

ЕИЯ одномерного (бесконечные поперечные размеры но х и у )

релятивистского сгустка электронов с холодной плазмой о под-

вижными ионами.



Рассмотрим продольные стационарные поля (£*(£)* Еу(.н)= О ,

Е ( г ) ф О , 2 = 2 - V^t , \/ф - фазовая скорость,

2. - продольная ..координата), внутри и вне сгустка с заданной

плотностью rig электронов, которые полагаются дЕюкущишся с

постоянно:! скоростью 4,= \/ф ( р = Уф/с . # =i/J\-p^) через

КЕазинейтральную плазму с раьноЕзсной плотностью электроноЕ Пео

и ионов П;о ( Пео = НП1о , Н- - заряд иена).

В тако!] постановке, Е гидродинаг.ическом рассмотрении задача

описывается системой уравнение! движения для в - компонент без

размерных импульсов р е = Рег/гпс » Р^ = Pte/Mc электронов

и лоьов плазмы ( m , М - массы електроноЕ и ионов) с плот-

ностями i*le(B) и r

соответствующими уравнениями непрерывности

V ) - a , (2)

где Vc , Vj - соответственно скорости электроноЕ и ионов

плаз:.?ы.

Поле внутри сгустка определяется из уравнения Цуассона

4-=: 4JTe(Eni(i) - ne(H)-ng).



В области за сгустком кильватерные поля определяются* из

(3) при rig = 0 . -

2. поля и импульсы в области.занятой сгустком •

Приведем решение выписанных- выше уравнений для области вну-

тря сгустка толщиной d ( 0 < I L i d ) . Lin предполагаем непрерыв-

ность поля Е , импульсов р е , f i и плотйостай злектронов

и ИОНОЕ плазмы П е и IT, на фронте сгустка 2 = d . Поскольку

перед сгустком возмущения плазглы отсутствуют, то граничные ус- .

ловил щлеют вид

n e ( d ) = Пео .

Система ураЕкений (1)-(3) с учетом граничных УСЛОЕГО: СЕО-

дится к следуsjiier.jy уравнению для безразмерных импульсов

где 0йр = 4 Я Пес e V

связаш соотношением
и

P i - т



следующим из (I) и граничных условий.

Принимая во внимание (I) и интегрируя уравнение (4) один

раз с учетом граничных условий получаем следующее выражение

для поля Е {2} внутри сгустка:

'/г

(6)

При М-*- <» из (5) и <6) имеем

что совпадает с выражением для поля внутри сгустка при покоя-

щихся ионах [6,6] .

Условие положительности подкоренного выражения в (6) при-

водит к следующему допустимому интервалу изменения импульсов

электронов плазмы в области,занятой сгустком:

у е ~ 3 Em a(1-p z } 8 l j2 М Я* V!
.. г М Р я Г M L l m fl'O-l2)»/,. M P - a W x (6)
~ 3 E a ( 1 p z } 8 l j 2 М Я* V!+Em в ' Я /

3 (<-а
г
9

г
)(1-р

г
)

г

^ Я
г

1

J
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где

t-ng/Пео

Рассмотрим случай

М (1-е

8a
2
fl

Из (6) имеем

Ге
"~ f-ау М а-а

г
р

г
;

3
 " 1-а

г
/з

г
 ' (9)

что совпадает с соответствующим выражением для р
е
 при покоя

щихся ионах.. Условие (I) всегда выполнено при а « i\^

В случае же П%^п
ео
~

фт
^/г.(0'

к
О

г г
условие (I) означает

^ при \«f«T?£)xro или f/(1-2n
6
/n

e
o)

2
«

« М/16 Z т при 1 « ( П
6
/п

е о
)

г
/( < - 2 П g / п

е о
) « f

Тают образом, значения р
е
 в работах [5,6] при я ~

справедливы лшпь при приведенных ограничениях.

Интервал изменения импульсов P-
L
 ионов плазмы при условии

(I) определяется яз (5) и (9)

причем (p
t
 = 0 соответствует р

е
 - О

 И
 f j, = f i -значению

P = Pg • Импульсы ионов малы при произвольных значениях' а ,



тогда как электроны плазмы приобретают релятивистские импульсы,

направленные против импульсов пучка при а ~ 1 .

Максимальное значение поля внутри сгустка при условии (I)

достигается при импульсах электронов р ™ « - <*p/Ji-a
z
p

z
 и

равно [4,5.1

Щ )

3 обратном случае

которое вытолнимо лишь при c t M и означает
для импульса ptt из (5) следует

( I 2 )

Электроны ялавш приобретают в этом случае значительные жм-

цульсн назад, так как отношенже М / Z m пржвжшет аваченве в

лктервала I(fi-lCp. Импульсы хе конов пяавш всегда нереляти-

впстсшю и меняется в интервале

Плотное?! электронов х ионов плата определяются по форму-

8



-fe рЛ+яГ -Pi (14)

6 области занятий сгустком при $>
е
, fa • 0 Пе = Пео »

 n
i ~

 n
to •

а при ре ~ Ре
 и

 Pi
 =
 Pi соответственно П

в
 - Пео/2 ,

^ гЧ»Пг
о
/(1 р J и вследствие малости f° « 1 в обоих с*у-

гаях (I) и (П) плотность ионов незначительно отличается от Пю

3. Кильватернне поля

Зависимость величины импульссв р
е
 у р. от 2 или of

расстояния от фронта сгустка модно определить (в неявном виде),

проинтегрировав уравнение (4). Можно доказать, что значения жк-

дульсов ^° и р? , определяемые выражениями (8), (10),(13),

приобретаются электронами и ионами плазмы, находящимися в хвос-

товой части сгустка длины d
0
 • которая в случае покоящихся

(или тяжелых) ионов вычислена в работах [5,6]. Там же подучено

общее выражение зависимости р. от Е в неявном виде для

случая покоящихся ионов.

Вычислим поле кильватерной волны за сгустком длины <А
0
,имая

ввиду, что на задпеЗ ее границе Е = О Е° (о
е
) = О

(fe (°) - Ре > P-
t
СО> = Pt) ' ЦдаДОодая нопрврнвЕость поля Е

и импульсов р
е
 , fi на задней границе сгуотка и положив

rig - 0 в уравнении (4), получим после однократного интегриро-

вания



-ft)}*,

где р° дается выражением (8), а ^ определяется из со-

отношения (5) при fe " fe

При выполнении условия (I) р^ и р* даются выражениями

(9) и (10), и кильватерное поле имеет вид

t =/2 - g — tT
r
^iP"'^Um^

 Pe
JJ ' (16)

.̂Максимальное ее значение при а

совпадает с результатом вычислений для покоящихся ионов при ус-

ловии (I). Соответственно из (II) и (17) следует, что при том

же условии коэффициент трансформации Я = Е
т а

у Е Г
а Х

* 2ру

при flg/rieo « 1/г ( а « 1) •

В случае условия (П) р£ и р° определяются формулами (12),(13),

а кильватерное поле дается выражением

1С



_ max r—t

t » >/2 — о i s~ 4zzi • (i9)

Таким образом,напряженность кильватерного поля за сгустком

длины cto при П§/Пео~У2 (a*f) при больших энергиях

yb>> -ff (условие (П)) значительно превышает напряжен-
fo" bill

ность поля при П§ / П
е о

 <<с
 1 равную по порядку величины

""* -
 р

- -̂ - (линейное рассмотрение). При значениях же
в Про
в

(а«1) (условие (I)) максимальное значение напря-

женности кильватерного поля (17) также больше напряженности по-

ля при линейном рассмотрении, так как отношение M/Zm для тя-

желых ионов при 2 = 1 может достигать значений ~ 10 .

Заметил, что в случае более коротких d < d
o
 сгустков за-

висимость кильватерного поля от у слабее и ее максимальное

значение несколько меньше.приведенных выше.

Так, например, при выборе длины сгустка таким образом,ког-

да на задней ее границе Р
е
 принимает значение f ™=-ap//i-a

e
_p

a
'

(сшивка на максимуме поля Е на задней границе сгустка) мак-

симальное значение напряженности кильватерного поля равно при

больших значениях М

(20)

пря условии на. у (аналогичному условию (I) при ng/n
e o
* У г :

у
3
« М / 1 6 Ь л . Выяснение значений максимальной напряженнос-

ти кильватерного поля при разных длинах сгустка требует числен-

ных расчетов, аналитические же вычисления зависимости кильва-

II



теряого поля Е я максимального импульса у™ от d (жлж 2 )
при М-*" 0 0 проведены в работах [ 5 , 6 ] .

4. Учет обратного влияния возбуждаемых полей на

сгусток. Самоускорение

Приведенные выше результаты получены в приближена "задан-

ного" сгустка, когда его параметры входят в виде заданной функ-

ции в уравнения Максвелла и не учитывается обратное влияние на

сгусток возбуждаемых им полей. Учет этого обстоятельства суще-

ственно изменяет параметры сгустка, в частности, электроны

хвостовой части сгустка подучают дополнительный импульс вперед,

пропорциональный разным степеням у - \% / с ( Уф - фазовая

скорость возбуждаемых эолн) в зависимости от величины flg/Пео

и длины сгустка. Подробные расчеты для случая покоящихся ионов

проведены в работе [10] (см.также обзор [II] , где более нодроб-

но изложено обоснование сделанных предположений). Дня решения

указанной задачи с подвижными ионами следует дополнить систему

(1)-(2) соответствующими уравнениями движения и непрерывности

для электронов сгустка

(21)

а соответственно в уравнении Пуассона (3; полагать rig= П
е
(?),

обозначив начальную равновесную плотность черев rig© . Полу-

ченная система уравнений сводится к следующему уравнение для

безразмерных импульсов ?t ) fe
 и

 ?6
 =
 Рб



(22)

где плазма в равновесном СОСТОЯНИЕ нейтральна
 }

^ р

^ V o / c , Уф^Уо;Ч)- начальная скорость снетка,не равная Уф

Импульсы p
L
 выражаются через р

е
 соотношением (5), а тщуль-

сн электронов сгустка CL евлваны с f
e
 соотношением

следующп из исходной системы уравнений и приведенных в пунк-

те 2 граничных условий с добавлением условий на фронте сгустка

ft во * Интегрируя уравнение (22) один раз с

учетом условий на фронте сгустка долучим для поля Е внутри

сгустка следующее выражение

В ультрарелятивистском случае а » 1 • fg ̂  ^ ( при

(25)

13



и выражение (24) для Е в случае трехжидкостной модели от-

личается от выражения (6) для Е* в случае заданного сгустка

лишь заменой n
e
/rieo-~ Пц(1-""]Г) • Я * h ~

 1

В -указанном случае, условие положительности подкоренного выра-

жения в (24) приводит к интервалу изменения импульсов f
e
 ,

определяемому выражением (Ь) ,где, однако,

Допустимый же интервал изменения импульсов электронов сгустка

Р есть Р
о
 ̂  fg ̂  Pg »

 г
Д

е
 Pg определяется из соотноше-

ний (Ь) и (25), причем р° кал и р° - значения ж.таульсов Е

хвостовой части сгустка.

При выполнении условия (I) (в котором а определяется из

(26))

При а & 1 рр « ро + 5 Уо » н о Je ограничено условием

(1). При а<М Рр-р0

+| |*"а |Го б е з ограничений на Jfo. , так как

условие (I) при a « \ всегда выполнено.

В случае же выполнения УСЛОЕИЯ Ш ) , т.е. при больших

и a«1 )

14



я г™ -
 (

и хвостовые электроны сгустка ( ~ I - 10 % от общего числа

(см. [10] ) ) приобретают значительные импульсы вперед

р°~ р +
 f
\ У

2
 /

 2
 ^

 П
Р

И
 длине сгустка d = d

o
 [5,6,io].

Значения импульсов р„ при произвольных длинах для трехжидкост-

ной модели требуют численного анализа. В случае неподвижных

ионов аналитические формулы зависимости Ре
 =
 fg(^)

 B
 неявном

виде получены в работе [10] . В заключение заметим, что величи-

ны напряженностей кильватерных полей определяются теми же вы-

ражениями, что и для "заданного" сгустка, в которых нужно за-

; менить — *- — ^ — — и OL определяется выражением (26).
! "во Пео( 1-р)

15
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