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ENERGY SPECTRUM OF AN OPEN ELLIPTIC MEMBRANE

An open quantum membrane is considered in this work.

Utilizing the solutions for a round membrane, by the method of

perturbation theory there is obtained the energy spectrum of an

f. elliptic membrane. The loop membrane diagram is calculated, and

* the degree of its divergence is shown to be a cubic one.
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СПЕКТР ЭНЕРГИИ ОТКРЫТОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ

МЕМБРАНЫ

|; Б настоящей работе рассмотрена квантовая открытая мембрана.

I Используя решения для круглой мембраны, методом теории возмуще-

^ ний получен спектр энергии для эллиптической. Вычислена петле-

вая мембранная диаграмма и показано, что степень ее расходи-

мости кубическая.

Ереванский физический институт

Ереван 1990



Введение

Теория квантовых обобщенных объектов или так называемых

Р - бран (случай Р = I - струна) для Р > I представляет

определенные трудности в вычислении динамических характеристик

движения. 5 частности, для открытой мембраны ( Р я 2 ) - объек-

та с границей - решение уравнений движения нетривиально как

для статических [ 3 , 4 ] , так и для динамических решений [23 .

Кроне того, определенный интерес представляет вычисление спек-

тра безмассовых состояний [ 2 ] и поправок к .нему. Это имеет важ-

ное значение для определения энергии Казимира и, следователь-

но, критической размерности открытой квантовой мембраны. Такие

вычисления позволяют судить о перенормируемости теории. (Неди-

намические решения для мембран и исследование статических по-

тенциалов для открытой и замкнутой мембран, спектры безмассо-

вых состояний также вычислены в работах [3,43 •

В настоящей работе рассматривается динамическое решение для

открытой круглой мембраны [ 2 ] в t - калибровке [53 и вычис-



ляются поправки к спектру ее безмассовых состояний.т.е. вычис-

ляются петлевые нейбранные диаграммы. Поправки получены мето-

дои теории возмущений, в предположении, что форма мембраны пе-

рестает быть круглой. Но вычисления проводятся таким образом,

что граница мембраны учитывается точно, а весь возмущающий

фактор переводится в гамильтониан. Показано, что степень рас -

ходимости для самой петли кубическая.

Запишем действие для двухмерной мембраны в виде

где

у
з
 а 6

 И > (2)

а Т - параметр натяжения.

Из (I) получаем уравнения движения для мембраны

Рассмотрим возмущение вокруг классического решения (3)

X * — УС +• 9

и

и разложим ( I ) вблизи X се [2] .
Тогда в квадратичном приближении получим



где введены обозначения

А *
и

Классическое решение (3) для открытой двухмерной иембраны,

соответствующее основной траектории,есть вращение в плоскостях

х*-хг. и * 3 -х* .
Выберем калибровку [5]

где обозначено х =(х° ,х) .

Тогда решение есть

x



где f и
условиям.

g - произвольные функции, удовлетворяющие граничным

(7)

Легко убедиться, что

Вычислим теперь д ^ .Из (5) и (2) следует, что

Для получаем

О

0. -и

обратная патрица

f

о,

о,
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Из ( I ) и (8) подучим выражение для классического действия

(9)

dfdgdt

Воспользовавшись (4) и выделяя поперечную часть, имеем

Далее можно, используя выражение для о а ^ > преобразовать 5

к виду

Вводя обозначения

и интегрируя по частям, получим

(Ю)



где Г - граница области, на которой выполняются условия (7),

Из (10) следуют уравнения движения

и гамильтониан

(и)

Из второй части (10), используя (7), получаем граничные усло-

вия

= 0
(12)

Прямым вычислением можно убедиться в унитарности Н

jdgdfdtjL,

перепишем уравнения движения для случая

(зто случаи круглой открытой мембраны)

п2

где

(13)
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Перейдем к полярный координатам

1 = icosf ,
(14)

Тогда (13) запишется как

ft *•»

а» со
— г + ( 1 - , — г (15)

Будем искать решение в виде

Подставляя в уравнения движения и используя (15), найдем

(16)

Кроме того, для CLK имеем, что четные компоненты отличны

от нуля, а нечетные равны нулю и определяются рекуррентным со-

отношением X а 0 определяется нормировкой).



Из (17) следует, что ряд (16) нужно оборвать, иначе он рас

ходится,т.е. имеем спектр энергии [2]

п = о , 1 , г . . .

Ввиду конечности суммы граничные условия (12) выполнены.

Волновые функции имеют вид

Фгп « е К а г к г
1

 ( 1 9 )
К Ок=о

Рассмотрим случай, когда

й)1 = (У +

и вычислим поправки к (18) по теории возмущений. Обозначим

вначале i = -— (>,

что можно сделать, так как t и а - произвольные функции

Тогда

Н e(1"€i2-6JX®J-^ + ̂ ^ " ) " С"'61 ЭГ, + ^ e ^ l r . ) (20)



и граничные условия

(21)

Или представив Н в виде
А Л Л

где

(22)

Л
 г 2

 Р / д
г
 З

2
 ч /̂  3

(23)

и граничные условия

= 0 (24)

Сделаеы следующее приближение: здесь и в дальнейшем границу

будем учитывать точно ( 1 - 6 ? -6Г| = 0 ) ,а гамильтониан

возмущен.



н н

9

Кроме того, из (24) следует, что требования эрмитовости для

V и Но по отдельности, означает, что должны выполняться

условия

6,-б1 (61 gg: + 6a"a^ IE -О

= 0

(25)

и так как vi-б"? -©г = 0 , то (25) означает, что решение

м его производные должны быть ограничены на Г .

Запишем (22) и (23) в полярных координатах

(26)

(27)
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Поправка первого приближения вычисляется по формуле [I]

(28)vnn = у* v % o

Однако, из (27) видно, что после интегрирования по

Vnn- 0, значит вычислим поправку второго порядка

/ Vnm Vmn
г(о) _ рсо) > (29)

m

где

п т \ п Т т Р (30)

В (30) ; подставляя (19) и (27) и интегрируя по

if (Ф^=фгп , Ф г п

е < 1 >

г г п > получим, что (30) не есть 0 только

если

(3D

что в данном случае есть правило отбора.
Л

Так как оператор Н является унитарным оператором, сле-
р

довательно, собственные функции ф г будут ортогональ-

ны (с весом Р = , =;• ) .

Вычислим интеграл
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Ортогональность по t очевидна как и в случае (28),т .е .

-г*\ 1
i-**

Подставляя в X (19) и делая замену z = cosoc получим

я/г
г - г I 0<iei+p+K>+f

к=о D=O ~
о

Интегрируя это и учитывая, что при п

еы

" <g|ei

, 1 = 0 получа-

(32)

a нормировочный интеграл для ф п есть

(г|е|+2р+2к+1)!! (33)

Вычислим теперь (30)

г п
(34)

Подставляя (19) и (27) и учитывая (31),получим



m n

n

f2m = 26Л Z 2

.

.

Делая замену « = c o s y и интегрируя, получим
i m n

L
(35)

Введем обозначения

?г (iei+ie+21+гк+гр)!.'
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ve>t \/+e

V V

где
m n

m л р

Вычислим поправку второго приближения по формуле

2m

Тогда имеем выражение для Е

+t

(4Я 5 ; й) ( 4 | e | n ^ n + | e l t 2 n ) ( 4 | E | m 4 n » + | 8 | 2 )
(36)

,. г.г.г г у' 5 5
S r. S _n_ _ f

Изучим расходимости в (36). Нужно сказать, что добавка к
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основной энергии в (36) есть, в данном случае петлевая диа -

грамма и бесконечные суммы по m и по s есть суммы по всем

возможным состояниям во внутренних линиях.

Рассмотрим , как ведут себя аг?1аг?<} A^gp ? к%г?' » П Р И

устремлении Р и Р' к бесконечности.

Распишем вначале рекуррентную формулу (17). Подставив в нее

(18) и учитывая, что п > к , получим

(37)

Эту формулу можно преобразовать и найти зависимость прямо

от do » определяемой из нормировки (33)

кроме того, нужно потребовать, чтобы С1гк+г = 0 при п = к .

Но рассмотрим частные случаи.

Из (37) видно, что при к-»- п-»-о= имеем а г к + 2 ~ к ~ г а г к »

т . е . ряд сходится для больших п и к как к~г .(Либо ес-

ли п-к фиксировано, а к и п то сходится как к~к ) .

Но в этом случае первые члены ряда, такие как а г , Оч а

т.д. начинают стремиться к бесконечности как п г , что ведет

к расходимости ряда.

(Несмотря на то, что ряд знакопеременный, можно убедиться,

что эти расходимости не скомпенсированы).

Нужно заметить, что Агк 2 р в данном случае не влияет на

17



сходимость и расходимость ряда, так как при Р и р' , стремя -

щихся к бесконечности,выходит на единицу.

Получаем, что петлевые диаграммы является расходящимися.

При больших m и 5 внутренние суммы в (36) расходятся как

т б и S 6 . Затем, после суммирования еще раз по m и 6

и учитывая знаменатель (36), получим, что петля расходится ку-

бически .

В заключение выражаю свою искреннюю признательность научно-

му руководителю Г.К.Саввиди за постановку задачи и постоянное

внимание к работе, А.Б.Нерсисяну за ценные консультации. Я

благодарю всех участников теоретического семинара ЕрФИ и его

руководителя С.Г.Матиняна за интересное обсуждение.
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