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Метод расчета.

Для сравнения с результатами эксперимента [.!") разработан

алгоритм численного расчета угловых характеристик излучения

электрона в модели плоскостного каналирования на основе точных

формул классической, электродинамики С без дипольного

приближения}.

На pncj. показан выбор системы координат, в которой

производится расчет ^Электронный пучок направлен вдоль оси Z.

РисД

Плоскость YZ параллельна кристаллографическим плоскостям,

образующим канал С заштриховано!) Плоскость XZ совмещена с

плоскостью движения электрона. Единичный вектор

n = n j i + n i + n . i
XX У У 2 2

вдоль которого рассчитывается излучение", задается двумя

углами; в , в . Это углы между проекциями п на плоскости XZ,YZх У
и осью Z. Будем пользоваться системой единиц n = o l . Основная

единица - эв.

Для расчетов исходной является формула спектрально-угловой

плотности излучения электрона с траектории г (t) [2]. ^
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v<t), a(t) — скорость и ускорение электрона на траектории r(t).

p,f — обозначения для множителя перед экспонентов и

подынтегральной функции в показателе .-экспоненты.

Рассмотрим • сначала произвольную периодическую по времени

траекторию, имеющую N периодов длительностью Т.

Согласно (1), каждая точка траектории t дает в излучение

вклад <р(Ь), являющийся периодической функцией с фиксированным

периодом Т, равным периоду траектории, и взятый со своим •

фазовым множителем.

Фазовый множитель тоже периодическая функция. Его период 1.

определяется из условия;

a j f dt = 2" • * (2)
о

и зависит от ч а с т о т ы ш и н а п р а в л е н и я п. При Т . = Т излучения
Ф

с разных периодов траектории электрона находятся в одинаковой

фазе и когерентно усиливают .друг- друга.

Совпадение периодов имеет место для резонансной частоты

to = R , которую можно определить из (2).

R = 2п / J f dt (3)

о

Лалее нам понадобится соотношение, сводящее излучение с Н

периодов к иэлуч&нию с одного периода.

t t . ч Т . " t
N i jwff d t „ X iwff dt . ia>ff d t N 1 iu> _Tf dt

j*> e ° d t l = 1^ e dt + e \<P e . : d t | =



t , ' т ' ' т
Т *>ff dt 2 iuff dt ДМ-DcoJf d t 2

|<o e d t -jl+e ° + . ..+ e

d t

P e d t
2 1 - cos Ни

„ 277

1 - cos « g-

<5 — образный коэффициент когерентности

(4)

p -
k

1 - cos N« =r—
il_

1 - cos " =—
1С

периодичен по ш с периодом R. Значимые значения Р находятся в
Н

области первой осцилляции числителя; <о = R + —. Остальными

осцилляциями можно пренебречь. Максимальное значение, равное

N 9 достигается при резонансной частоте и кратным ей частотам.

Таким образом, спектр излучения с фиксированной траектории

для фиксированного направл&ния излучения состоит иэ линии

шириной

Данный подход аналогичен использованному в .работе [31, в

отличие от которой переход к величинам, определяемым на одном

периоде траектории, делается не путем разложения в ряд Фурье, а

непосредственно с помощью соотношения (4).

Ниже нам понадобится интеграл

R
~ — на частотах R, 2R,

= | Г
1 - cos x

R-R/N

С учетом (4) плотность излучения (l̂ j примет вид
t

Т

* аэ 4 " '
dti

1 - cos ш %Р-
R

Вернемся к модели плоскостного каналирования. Нам понадобятся

соотношения, очевидные для релятивистского электрона, а также

вытекающие из малости углов в „ в
* у



•« . v в2 в2

r = l - i 5 - ; F = r - . - ^ ; n = e ; n = e ; n = i - - * _ _ * .
2 E2 z

 2 * x x ' у • у • в 2 2

Учтем дву мерность движения в выбранной модели, заменим

Z-компоненты Х-компонентами и отбросим малые высших порядков.

^ <iir •* dv -» •» •+ .
а = ~ Jx + '— '« = ах2

Х ~ W zdfc at

(п а) = п а + п а = (9 — v)a
х х z z x i x

= х _

1 [5L
4 „z

Интеграл по периоду подвергнем преобразованиям, примененным

в работе Г4]. Заменяя х = JV dt , переходим к интегрированию

. по х. Подставляем: -

Eĵ  — поперечная энергия

V(x) — потенциальная энергия электрона в канале.

Окончательные формулы для излучения электрона • с

фиксированной траектории с поперечной энергией Ej_ на частоте ы

в направлении , задаваемом углами в ,Э , таковы.

dw d9 60 . п 2 К 1 - cos ш —
X у R

Для каналированного электрона:

W = (S~ 1 . + fS+ ") + (S~ ) + fS + "1 - 2fS~ S + + S~ S + ")cos
^ x ' v x - J V y j ' v y. '• v x x у у '

(6)



dV(x)
с г fot (©x+g(x))

3.in(w y/g I dxjdx

s+=2 в Г—
y y J Г. ^ -

Ь* (в +д(х))
dx)dx

- V(x)

X 2 2 2

R = .//ij
^.- V(X)

:j_-V(x)J

dx ; T=2V2E Г

Ь = ^ + е у ; _- V(x)

N = ж — число периодов траектории электрона ;

L — длина пути электрона в кристалле ;

дцЕ — масса покоя и полная энергия электрона ;

R — резонансная частота ; Т — период траектории ;

X — точка поворота каналированного электрона ;

находится иэ уравнения ; V(x ) = Eĵ

Для надбарьерного электрона;

W = S + S y

d
2

s=2 e
у у

dV(x)

dx
dx)dx

- V(x)



В = 2
X - V(X)

~ x . =

d — ширина канала Смежплоскостное расстояние);

X = 1 если надбарьерный электрон в поперечном движении

смещается в положительном направлении оси X.

\ = —1 при смещении в отрицательном направлении.

Численный расчет интегралов.

Общий вид вычисляемых интегралов таков;

dx)dx

где ё(х), ЛСх) — вышеприведенные функции.

Основным приемом является аппроксимация интересующей нас

функции параболическим сплайном,т.е. замена ее набором парабол. .

Если V(x) является полиномом второго порядка, т о ' внутренний

интеграл берется аналитически. Замена V(x) несколькими

параболами решает, таким образом, задачу взятия внутреннего

интеграла.

Внутренний интеграл

берется от неотрицательной функции и - монотонно возрастает с

ростом х- Аппроксимируем его параболическим "сплайном. Если

прямая функция у(х) есть набор парабол, то и обратная функция

х(у) тоже есть набор парабол. Таким образом, у нас есть

возможность вычислять как прямую функцию (7)> так и обратную

х -

Замена переменной (?) приводит исходный интеграл к виду;

У '

I — SIN ( a ^ d y

где я(у) функция, обратная (7) ; • yQ= MXQ). '

Коэффициент перед синусом, в свою очередь, аппроксимируется

параболическим сплайном. Произведение параболы и синуса



ннт— грируется аналн; и'.--с-.-.;, что и завершает алг - :. _

исходного интеграла.

Монте- -Карло усреднение.

Спектрально—углоё-.»-1 плотность излучен:-:-- :•:-,-.•

Фиксированной траек г ;.ч :::: (траектории различаете::. i •

энергией Е х ) на час:-„т=- ш в направлении, оа,->.. - :

~ ,ff , согласно (6), .-v->.i-i':;: г от этих четырех парами;. •_

— ~ v (~,к ,е ,в ) . w(w,Ex,e .в >
аш с ^ 60 * у х ' у

X У

При фиксированных Kji ,t- ,в плотность иалучения, у-- ; \ .-

имеет линейчатый PVUI.. Л:!НИН соответствуют частотам, ;р;: >' -::

Плотность излучения требуется усреднить по Kj_, в ,»_:" -•- :

естественным "усреднением в эксперименте иэлучен.:и .

траекторий,' и проинтегрировать по остальным -•- =>L

Интервал интегрирования Аш соответствует разрешению ;v

Интервалы А& , Дв характеризуют конфигурацию телесг^'

излучением в который мы : интересуемся, .Применительно к

[1] эти интервалы определяются размерами и положение.-.-

парного спектрометра.

Экспериментально наблюдаемой величиной является инт — гр

P(Ej_) — плотность вероятности случайной величины Е х;

Р(ш,Э ,9 ) — вероятность регистрации парным спектрометром

фотона с энергией ы летящего в направлении в & (Ш1
X у Г

й-обраэность Р (to) с учетом (5) позволяет свести интеграл по
к сумме;

Аш



пЕ + |

p. (ш,Е,,в ,в ) w(w,Ej_,e e •)
л Л У X У

n R - 1

= N(EX) R(E x ,e в ) T W(nR,E x ,e T e ) P(nR,© ,e )
X. У £-4 X, У л. У

^- . п -

Сумма, включает такие натуральные п, для которых частоты nR,

кратные .резонансной, попадают в интервал интегрирования Дсо„

Итак, требуется вычислить интеграл ;

fP(Ej_)N(Kx)H(Kx,0 ,в )У W(nR,Ex,e ,0 ) P(nR,e ,в ) dE^de d©
4 Л- У ^J * л У А У л У

п .
Интеграл рассчитывается методом Монте-Карло. Розыгрыш Ej_
делается так. Равномерно разыгрывается точка влета электрона

в кана^д: х_ • На основе предположений о статистическом

распределении электронного пучка по углу в горизонтальной

плоскости XZ разыгрывается угол влета, электрона в канал:

. Е <-вЛ
(в ) Затем вычисляется: Е>= — + V(x)

» х . 2

Уточним роль расходимости пучка в вертикальной плоскости ХЪ.

Формулы были выведены в • такой системе координат, в которой

плоскость XZ совпадает с плоскостью движения электрона. Если

электрон не имеет вертикальной составляющей угла, то это будет

лабораторная система координат. Пусть электрон имеет ненулевой

угол в вертикальной плоскости YZ : (S ) . Поворачивая

лабораторную систему координат вокруг оси , X на угол (в ) ,

совмещаем плоскость &Z с плоскостью движения электрона. При

этом угол наблюдения в в повернутой системе координат примет

значение- в — * 6 - (в ) . Эта поправка, естественно, вносится в
у у е'у

процедуру Монте-Карло. Таким образом, расходимость пучка в
вертикальной плоскости эквивалентна уширению угла наблюдения по
вертикали.

10



Отметим, что в данном схеме Монт*?— Карло нет принципиальное

разницы между получением угловых и спектральных распределений,

В самом деле, v если вэять достаточно большие интервалы

интегрирования по углам Д0 , Ьв , охватывающие практически

весь конус излучения, то спектрально—угловая плотность

излучения превращается в чисто спектральную.

Выбор потенциала.

Данный алгоритм позволяет использовать для расчета

произвольный потенциал канала V(x). Для расчетов угловых

распределений использовался " межплоскостной потенциал,

полученный усреднением атомного потенциала - в модели Томаса -

Ферми с использованием функции экранирования Линдхарда (см.[51)

( )

V = 26,31(ЗЕЗ) — глубина потенциальной ямы" канала;

d — 'Межплоскостное расстояние;

ft ~ ЗД47 — численный параметр для кристалла алмаза.

Отметим, что изменяя /3V можно варьировать крутизну кривой V(x).

Обсуждение1 результатов _

Прежде, чем переходить непосредственно к угловым

распределениям, имеет смысл сравнить спектральные

распределения 7 получаемые предлагаемым. методом, с

опубликованными теоретичесхим'и спектрами*



Си (М Э Ч)

х
пло

Рио.2

грие^д^н спектр, рассчитанный для условий, взятых

IBU -а именно; плоскость (ПО) алмаза, энергия

: пучке 1 Гэв, угол влета электронов в канал
>...Е">!!.-мерно в интервале (- в. ,+ в ), где

•л ь L .
р а д . — у г о л Линдхар>д.а, потенциал канала е с т ь ;

V f ——— 1 — V ^ Го _ ^ |̂
' " ° d/2 d/2

'.'АН

i . : 1ита;чньп'! спектр изображен гистограммой. Спектр, взятый

:'j ЦП- изображен сплошной линией. Обе кривые нормированы так,

тс -л:-: максимумы равны 1.

Р:- .4' гы у\ ,4<"jBbtx распределений обнаруживают сложную структуру.

г!д г'М'-.З приведены рассчитанные, усредненные по траекториям,

угл:ч--,-: распределения излучения пучка электронов с энергией 4,5

Г'_-1 •. .it -жущегося в кристалле алмаза вдоль канала, образованного

ил-. - ; - • г'-чми {Li О) (см.рисЛ). 3aencHN^ocTb излучения от угла

.-^..считана в. i-оризонтальной плоскости XZ, перпендикулярной

: CT'.IM (НО). В качестве межплоскоетного потенциала взято

ьырзжение (ВК Угловое распределение налетающего пучка

предполагается гауссовым со стандартными отклонениями в

плоскостях XZ, YZ соответственно; с — 1,5 J-О , с = 1О рад.

В алгоритме Монте-Карло учтены размеры кристалла алмаза и

детектора излучения, соответствующие [1J.

12



Углокые :"• -i гределения рассчитаны .для четък;..->: .;-̂ .".':.-ироЕ •.- нн^.к

частот ;1:>лу Чт-нк:'!, значения которых отмечены н ± \_-i\- ^нке ъ M'-L;.

Все кривые. -•> - ясключение-м сосгает.-твующеН <~о :' о-,1 М •-,

нормированы оппнаково, так что отношение :: . : дмг:(.:туд

соответствует приведенным на рис\"нке.

Если электронный пучок влетает ь к^нал под кул*-*"-- ;•- ы" углог, , то

угловые распределения симметричны относительно с? s; ординат . В

соответствии с этим мы изображаем на рисунке положи ну углов -т-о

рвспределения, соответствующую положительным значен. :ям угла л .

Частота со — 60 МзВ соответствует максимуму в спектральном

распределении. Для этой частоты максимум в угловом

распределении находится в нуле. При увеличении чаете ты на месте

максимума образуется провал, все более увеличивающийся;.

,Максимум раздваивается и обе его части расходятг ъ еимметричн -;

от нуля в положительную и отрицательную стороны тем больше, чем

больше частота. . Эта картина качественно с 'впадает с

результатами [1].

На рис.4 экспериментальная кривая иэ [1], ее -лветствующая

частоте излучения со - 315 МэВ? изображена вместе с рассчитанной

кривой. Пунктирная линия показывает вклад надбарьерных

электронов, точечная вклад камалироэанных.

Для того, чтобы избавиться от прюиэвола, с - <счамного с

необходимостью . выбора конкретной расходимости г.учка, N имеет

смысл повторить расчеты угловых распределений излучения,

используя равномерное распределение налетающего ; :учка по углу

влета в кристалл ь горизонтальной плоскости XZ. На рис.5

приведены результаты таких расчетов Относительнее амплитуды

кривых соответствуют приведенным на графике..

Поскольку не существует какого -либо заранее выделенного

направления (в плоскости XZ) и, р>асчет ведет.: -: в системе

отсчета, жестко связанной с У. ристал лом-, то эти кривые

ези.дете льствуот, что для каждои частоты -̂ ПМ&ЮТСЙ свои

приоритетные направления излучения. фиксированные в системе

кристалла. Если пучок электронов влетает в канал в окрестности

такого приоритетного направления, то должен Ндблюлаться пик

излучения. Величин^ г:.- ;ой окрестное! и ^ 10 ръл.. В самом деле,
— л

кому с излучения -.электрона ^ = ^: 10 . Амплитуда поворотов
- 4

электрона в кристалле порядка угла Лин.дхарда-. © =: 1 ,О8, 10



При ноМ'г'-: — мни углового распределен кя налетающего пучка,

по лс-л:-г н и ̂  пи;-.: п--, соответствующих приоритетным направлениям у не?

меняете^;. Воонккает лишь перераспределение ы<=?жд_у амплитудатии

пиков. Это ил-л.острируется сравнением рис. 3 и 5-

При повороте кристалла в плоскости XZ на. некоторый угол в

угловое рас преде пение пучка а системе кристалла изменится, а

именно: сдйинется на угол (— • & }, Это приведет к

перераспределению амплитуд пиков ' приоритетных направлений

(попрежнеыу в сист&ме кристалла), могут исчезнуть некоторые

пики и возникнуть новые. С другой стороны, в неподвижной

лабораторной системе вся эта результирующая картина окажется

сдвинутой на угол &

Таким образом, кривые рис.5, рассчитанные для равномерного

угло&ого распределения пучка, позволяют наглядно

интерпретировать и оценивать угловые распределения излучения в

зависимости от различных вариантов углового распределения

- л

налетающего пучка и от- .ориентации кристалла с точностью „ 1 0 ,

Рассмотрим с этой точки сре-пя:;: экспериментальные результаты [XT

На частоте излучений tx- =• 315- МоВ наблюдается наибольшее

смещение пика у гл о-ого распределения относительно иул'л

(напомнив, что мы рлос^^трнваем тслько половину углового

распределений). Расчетные кривые показывают, что имеются два

смещенных пика, положения которых не зависят от расходимости

налетающего пучка и чссот^^^;гст;

1Д Д0~ 4 V, 2,2 Х0'~ 4 р^л. С-т расходимости оавнеят лишь

относительные амплитуды пиков, Бсоникдет предположение, "что.

' При узйлич^нии чзсто'гь; расчетные jcpj-гвые ^ MMSJJT тенденцию к

.дальне й щ е> :̂  у с w е щ^н и о п ары г: i •: к о э Е •; i p s в-- о и к. у в е л иче н к ю

расстояния между г>тлмк пиками. Лля частоты w _ 500 МэБ эклад э

и.? л учение будет, а̂ £>р.и.лно,, 'да-^ть то-лько первый пик, поскольку

угловое р?аспр&лелени<Гг K:I ЛС.-ТО.ЮМ&ГО пучка не будет захватывать

расположение второго пика. ? превышающего 3 ДО •" рад. Это

должно привести к слйигу экспериментально наблюдаемого пикл.

обратно в сторону нуля, что и обнаружено • при измерениях . для

to - 630 Изо _ - -

Отметим, что поо:ольху D данной молел>! не учить^ййегся отдача

ПрИ ИОЛу^'^НИИ , ТО- й-G- ПреДСКа^аи^П npW бОлЬШИХ :~ терИ^.гГ С;.)ЫГЛ.

Лля частоты % ш „ 500 • итношй-кие <*>/Е - 0,1 . Ь"сли считать .что ДЛИ

14-



таких частот модель еще работает, то при повороте крист^лл-а е*

плоскости XZ на угол 3,3 ДО " рад. должен быть обнлру.-кен

второй главный пик излучения ни частоте /.о — 500 Мэв.

Подчеркнем, что речь идет об излучении Б МОД ел К ПЛОСКОСТНОГО

каналирования. Излучение, обусловленное другим и ме'/.дниомами, не

рассматривается _

На рис.бз- приведено рассчитанное угловое распределение

излучения электронов для кристалла алмаза, повергнутого в

плоскости . XZ на угол 0,8 ДО рад. В отличие от

экспериментального распределения, приведенного в fl), в левом

части рассчитанного распределения имеется два пика вместо

одного. В остальном имеется качественное . согласие с

экспериментальным распределением.

Обратим внимание. на обстоятельство, отмеченное в f 71.

Измерения угловых распределений излучения для и> = 315 НэВ были

повторены во •многих сериях экспериментов. Повторяемость

эксперимента выражается, в частности, в том, что во всех сериях

наблюдалось раздвоение пика. Но положение пиков в • разных сериях
- 4 - 4

было разным, менялось в пределах от 10 до 2 ДО рад.

Обратим внимание на то, что эти -значения совпадают с

приоритетными направлениями расчетных кривых на рис. 5.

Были проведены расчеты угловых распределений с разными •

значениями расходимости кале?таУ1-̂ '. о пучка и проведено сравнение

с различными сериями эксп ;ме»! гов. Обнаружено, что наиболее

удовлетворительное согласие с экспериментальными кривыми,

включая ориентационные эффекты, достигается при выборе

расходимости пучка а равной положению экспериментального пика

при нулевой ориентации кристалла... Тге_' разным • сериям

экспериментов соответствуют разные значения расходимости пз^чка,
- 4 — 4

меняющиеся в пределах: 10 и 2 Д О рад. Возникает вопрос,

действительно ли расходимость "пучка принимает такие значения и

совершает такие колебания. • •
- 4

В £93 приведена оценка а ы 0,5 Д О рад. Если взять
' х / .- • .

эту расходимость, то получить расчетным путем экспериментальное

значение смещения пика углового распределения излучения не

удастся. ч •••

Более привлекательным д&ляется, поэтому, следующее

предположение. Реальное угловое распределение электронов Б

кристалле из —за , многократного рассеяния шире- у г лог его

1 5



рзс.г:р<: аел^ьь-; н .-Летающего пучка. При этом поле--•••,;;,-.-.( энергия

эл .̂'ктр . ча в K :̂-i2i/ie Е^ не является интегралов ;̂:..сгч-м',:>;, как

пр^дп'visr-эе г:,л :г: модели, взятой для расчета. Кч важность

и^.ченепия мол<-'-ы расчета с "учетом этого обстою i.-> •!;-->:.ть-а ук.т̂ АЛ

при обе'/ж.̂ -̂ ннн- лунных вопросов Фомин GJTI,

В ги ль:..-v расширения углового распределения :-,учг-ь говорит

также и г>-..', .̂то расчетные смещенные пики c>v . го -г; н.э лЕ-ух

оубиов. ы,;эст1 одного экспериментального (pi'.,- Л). Учет

ынс>гокр1Э": ̂ :'М"о рлсс&яння может привести к у*г>: дн'̂ Н};»с-. с*тих

оубцов.

Наконеи, су чествующие теоретические оценки, например 181,

также свидетельствуют о необходимости учета многократного

рассеянии.

На рис. 66 приведено угловое распределение излучения

электронов в зависимости от угла наблюдения & в плоскости YZ ,

т.е. в плоскости, параллельной плоскостям кристалла (110).

Угловое распределение в этой плоскости имеет один пик е нуле й

уже, чем е перпендикулярной плоскости, а соответствии с

результатами £1}_

На jрис.46 приведено угловое распределение, рассчитанное для

энергии 1 ГэВ, расходимости пучка с = 10 рад, для си — 4О МэВ.

В заключение можно сказать, что модель плоскостного

каналирования, в которой поперечная энергия электронов в канале

и вне его является интегралом движения, качественно

подтверждает эффект раздвоения пика углового распределения

излучения в плоскости, перпендикулярной плоскостям камала,

обнаруженный в [1] для' энергии электронов 4,5 ГэВ, и

предсказывает такой же эффект, правда в меньшей степени, для

энергии электронов 1 ГэВ.

Что касается количественного описания, то на пути его

разработки первоочередной задачей является модификация модели

плоскостного каналирования, позволяющая учесть многократное

рассеяние.

В заключение благодарю Вартапетяна Г Л. за поддержку и

обсуждение работы, Аганьянца А.О. за предложение задачи и

обсуждение результатов.



•Рис.З

Усредненная по траекториям электронов спектра. 1ьнс -угловая

плотность излучения для различных частот & эаЕисимссти от угла

наблюдения в плоскости, перпендикулярной плоскчстж: .11 CD

кристалла, алмаза. -

Угловое распределение налетающего* пучка в плоскости наблю; ения

излучения "гауссово с расходимостью а = 1 ,5 . 1О р.ад.



* КС ПЕ р.

9x(1°"4po9-)

о £ & 3 f
Рис.4

а. Усредненная по траекториям плотность излучения электронного

пучка в зависимости от угла наблюдения в плоскости,

перпендикулярной плоскостям С1103 кристалла алмаза для частоты

w = 31S МэВ. Энергия электронов 4,5 ГэВ. Расходимость пучка

в плоскости наблюдения а = 1,5 . 10~ * рад.

б. То же самое"для энергии электронов 1 ГэВ, частоты 4О МэВ
и расходимости пучка а = 1О~ * рад.
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Рис.6

а. Усредненная по траекториям плотность излучения электрон»

пучка с энергией 4,5 ГэВ в зависимости от угла наблюдения

плоскости, перпендикулярной плоскостям C11CD кристалла алма

повернутого в плоскости наблюдения на угол в — 0,8 ДО -̂ р

для частоты и> = 31S МэВ. • <.

б. То же самое, но зависимость от угла наблюдения в плоское

параллельной плоскостям С11ОЭ, при ориентации криста

относительно пучка 6 = 0 . .



d В

со = 500 МэВ

Усредненная по траекториям электронов спектрально-угловая

плотность излучения для различных частот в зависимости от угла

наблюдения в плоскости, перпендикулярной плоскостям C11OD

кристалла алмаэа .

Угловое распределение налетающего пучка в плоскости наблюдения

излучения . т ~ ~ - . _ , ~ г
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