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- Проблема возбуждения нелинейных кильватерных волн в холодной

плазме с равновесной плотностью электронов По релятивистским

электронным сгустком рассматривалась в ряде работ [1-9] . В

частности, в работах [4-6] рассматривалось возбуждение кильва-

терных волн сгустком конечной протяженности в направлении свое-

го движения с постоянной плотностью rig при 0 4 ng/fto £ v I / 2

в предположении бесконечных поперечных размеров сгустка.

В настоящей работе исследуются нелинейные явления при возбуж-

дении кильватерных волн релятивистским электронным сгустком с

бесконечными поперечными размерами для произвольных значений

отношения 0 < n g / n o < ©© „ уточняются условия возбуждения волн

большой-амплитуды при П%/п0 ~ 1/2 и выясняется характер ре-

шений при n g / n 0 > 1/2.

I. Поле внутри сгустка при произвольных значениях

отношения ng/rio

Полная система уравнений гидродинамики и уравнений Максвелла,

определяющая стационарные решения системы взаимодействующего с

плазмой релятивистского сгустка электронов бесконечшос попе ре ч •



ных размеров заданной однородной плотности ng ,длины d ,дви

жущегося со скоростью ifc вдоль оси г имеет следующий вид

0 , 6 ]

( e e е ф ) = О, (I)
dz

Л d? - е Е

7 di т с г 7 (2)

где р = Pz/mc = P e / 7 1 - ^ е *" продольные безразмерные импульсы

электронов плазмы, ^gsVe/с , Vcj>=Vo - фазовая скорость вол-

ны, р = Vo/c , 2 = E~Vot , Пе(£) - плотность электронов

плазмы, е - абсолютная величина заряда электрона.

Интегрируя систему уравнений (1)-(3) с учетом граничных ус-

ловий на фронте сгустка £ = d E(d) = о, J>(d) = 0, ne(d)

получим следующие выражения для поля Е и импульса р внут-

ри сгустка ( 0 < - 2 < d , ng ф 0 ) М

(5)

Если* О о ростом г возрастает, ю в (4) и (5) следует выб-

рать знак плюс, есл -бывает - кинус. Формулы (4) и (5) опреде-



ляют неявную зависимость j> и Е от € . Из уравнения не-

прерывности (I) следует выражение для плотности электронов плаз

мы П е ( £ ) внутри и вне сгустка

Математически рассматриваемая задача эквивалентна задаче о

движении частицы единичной *шссы в центральном поле с потенци-

альной энергией U(j>) = top[C1 -n*/n0)>/1+ра' + 1п ??] и

моментом количества движения М = 0 [ 1 0 ] • Исследуем пове-

дение функции f (2L) , задаваемой формулой ( 5 ) . Это исследова-

ние аналогично проведенному в t i l ] (см.также [12] ) и, ввиду

этого, можно воспользоваться приведенной в [ п ] классификацией.

Из (5) очевидно, что в силу вещественности подкоренное выражение

в (4) и (5) должно быть неотрицательным для всех f , имеющих

физический смысл. Анализ подкоренного выражения в (4) и (5) при-

водит к требованию f < 0. При этом в случае , кргда

0 4 П б / П о 4 1 / ( 1 * Р ) (верхняя граница значения будет

уточнена в следующем пункте при рассмотрении решения для киль-

ватерной волны) подкоренное выражение в (5) и, следовательно ,

поле Е (tL) (4) обращается в ноль при J> = 0 на фронте сгуст

ка 2 = cl и р , равному некоторому значению - р о при 2 = 0 .

Область изменения £> определяется неравенством

- ? . * р < о
где



lap

(7)

Тогда, согласно [ I I ] , движение является финитный относительно

Р и, р ( £ ) «а следовательно и поле Е ( 2 ) ,являются пе-

риодическими функциями 2. .

Максимальное значение амплитуды поля достигается при

и равно

Интегрирование в (5) приводит к следующей неявной зависимости

от i при 0 4 ne/r ie-s 1 / ( 1

(Ю)



E(<f, К) - эллиптический интеграл второго рода, О <. а р 4 1 „

Полагая в (10) 2 = 0 там,где f = ~ Р о » получим значение

длины d 0 сгустка (или половину длины волны поля внутри сгуст

ка)

0 г сор (1-ар)/|7а$Г ч г у (II)

где Е("в"> к ) - полный эллиптический интеграл второго рода.
1

Для значений отношения ^б/по ^ Тма область допусти-
мого значения f ограничена лишь одним условием f < 0 ,сле-

довательно, зависимость f и Е от 2 становится непе-

риодической и p C z ) , Е ( 2 ) , будут неограниченно воз рас-

тать с ростом 2 , причем характер этого возрастания определя-

ется асимптотикой 1ДР) при | р | -*• ° ° . Однако из условия

положительности плотности электронов плазмы П е ( 2 ) (6) сле-

дует ограничение на возможные значения импульсов электронов

плазмы' (см.следующий пункт) и, следовательно, на возможные зна-

чения поля Е ( 2 ) . При rig = i / ( 1 + j5) зависимость р

от 2 .... имеет вид

(12)

Для' значений n g / n 0 из области < —— -б
' 1 + ^ "о



HI? ~ v "•

где

sC&CCOS

и

второго рода

При

14 " | / ч

.

- эллиптичосые интегралы первого И

непериодичилкий характер решения нес-

колько меняется и задается следуд)..;-. л выражениямиs

при ne/rio= -^I

4 1 / . ,

£2̂  l l

,-1



a&celn

где
По

при По

2. Кильватерные поля и коэффициент трансформации

Для нахождения кильватерного поля ЕС 2:) за сгустком

электронов ( S ^ 0 ) необходимо проинтегрировать систему

уравнений (Г)-(З) при ftg = О. В результате получиь,

где постоянная интегрирования Я определяется из условий

непрерывности импульса р (О) и поля Е(О) на задней

границе сгустка 2 = 0, а р ( 2 ) изменяется в интервале

Поле Е ( £ ) является периодической функцией от 2 ,об-
*^* -L- \ О Л '

ращающееся в ноль при р С г ) ~ — чЯ 1 .Амплитуда поля дос-

тигает максимального значения при f = 0. Длина волны стацио-

нарных колебаний, возбу.эдае;.пх C:\.CTKOM, определяется выражением



(18)

где K*gif l- iy i f l* i ; » ^Ч г 7 • / и с ^ Т > Г ч ; полные

эллиптические интегралы первого и второго рода.

Максимальное значение напряженности кильватерного поля (16)

равно

(19)

В случае, когда граничное значение импульса 0(0) равно Ро

определяемому из (?), то

I Е I = ~"е 7 т ^ ^ ' (20)

Из условия положительности плотности электронов плазмы

Пе(Д) (6) следует ограничение на возможные значения им-

пульсов электронов плазмы

10



а из условий непрерывности импульсов и поля на задней границе

сгустка следует, что допустимые граничные значения импульса

О(О) ограничены неравенством

(22)

из <22) и (7) следует, что отношение Mg / П о определяется

условием 0 4 — 4 2 i i . г . . Для r t g / n e из указанного

условия решение внутри сгустка имеет периодический характер и

'задается выражениями ( 4 ) - ( П ) . При гц/п 0 = g » x / 1 f* м а к "

симальная напряженность кильватерного поля Ета* (19) дости-

гает наибольшей величины

mc.x П Г У iV

где ][ = (1*р) . Длина сгустка d
0
 при этом равна

v

0 /

а максимальная длина волны 2 Л кильватерного поля дается

выражением

Для нахождения коэффициента трансформации R , определяемого

как отношение максимального значения напряженности кильватерного

поля к максимальному значению тормозящего поля внутри сгустка

•II



R E ^ £ max необходимо знать Е max внутри сгустка

при п%/п0 = Z+JTHF . и з

(26)

и коэффициент трансформации R равен

г
 • (27)

1
Следует отметить, что при приближении rig/ne к g+

плотность электронов плазмы в кильватерной волне стремится к

бесконечности, т .е. волна находится на грани опрокидывания.

Проанализируем теперь случай, когда rtg/ne > р+ 7 1-е* '

и решения внутри сгустка становятся непериодическими.

Как следует из периодичности кильватерного поля (16) и усло

вий (21) и (22) наибольшее допустимое значение для Я равно

' ( 2 8 )

а наибольшее максимальное значение напряженности кильватерного

определяется выражением (23). При этом гранич-

ное значение импульса Р ( ^ ) определяется следующей зависи-

мостью от отношения f ig/По

f
(29)

где D = i ^ " ( 1 "" f\0 ) ' * Выражение (29) справедливо для

12



1
значений _ < -—- < ©о , Таким образом, меняя
плотность сгустка (при заданном По ) от значения

когда решение внутри сгустка еще периодическое, до значений

ГС|/Пь & 1 * уменьшая при этом соответственно длину сгуст-

d - max
, всегда можно иметь для напряженности с кильва-

терного поля значение, определяемое формулой (23). Граничное

значение для напряженности поля Е (О) (4) внутри сгустка,ко-

торое является наибольшим значением тормозящего поля, при этом

принимает следующий вид

Значение n%/no ~ ~+ • i , t> • »при котором

o(o) = - -. , , как было сказано выше, соответствует перио-

дическому решению. Для значений tlg/пь больших, чем
1 . 1 '

и до П|/Пв ^ " iTe напряженность поля
Е в (О) <П10рС/е и коэффициент трансформации по-прежнему

определяется выражением (27). Длина сгустка d при этом,при

г (23), уменьшается по

сравнению с do (24), d -£ d 0 . с дальнейшим ростом r ig/n e

до значений ~ I и дальше до fig/ru ^ X Ещох P f ic-
g mope ' ;tfe

тет до значений E m a x ~ ~~~£—>Г2ЛУ v и коэффициент

трансформации R - стремится к единице. Таким образом, опти-

мальным вариантом возбуждения кильватерной волны является воз-

буждение протяженным сгустком длины d < £ . d 0 (24) для зна-

13



ч е н и и g+Ji-аг' < ТГ ^ Т Г Г П р И КОТ° E

g apC
ет наименьшее значение Е max ^ — е — •• ̂ Р и э т о ы к а к н а п "

ряменность кильватерного поля, так и коэффициент трансформации

достаточно велики и определяются выражениями (23) и (27 ) .

В заключение укажем, что в линейном приближении flg/rio << 1

решение внутри сгустка, как следует из вышеизложенного, перио-

дическое и максимальная напряженность доля E m a x

= e п.© 7

максимальная величина напряженности кильватерного поля
^ max SmCOpVo Пе
Е = s ~ ^ — - ~ f коэффициент трансформации R = 2,

длина сгустка d * 5lVo/^p i длина кильватерной волны

• т # е * Рвзуль131" линейной теории, как и следова-^0

ло ожидать, содержатся в измененных здесь общих формулах.
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