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§ 1. Введение

Обнаружение асимптотической свободы неабелевых
калибровочных полей [1] ознаменовало собой важный
шаг в развитии наших представлений о взаимодействии
частиц на малых расстояниях. Существующая до этого
альтернатива, связанная с картиной полной экранировки
голого заряда и приводящая к известной трудности с
нулем заряда [2] , как мы теперь знаем, обязана абе-
левости рассматриваемых полей.

Поведение теории на малых расстояниях определяет-
ся поляризацией вакуума квантами поля с большими
квадратами импульса.

Вместе с тем, в квантовой электродинамике (к.э.д. ) -
-этой наиболее заслуженной абелевой теории поля - уже
сравнительно давно [3,4] было обнаружено, что поля-
риз 1ия вакуума фотонами больших квадратов виртуаль-
ных импульсов с логарифмической точностью ведет себя
так же, как поляризация вакуума, вызванная интенсив-
ным внешним электромагнитным полем. Последняя имеет
давнюю историю и восходит к известной нелинейной по-
правке Гайзенберга-Зйлера к лагранжиану для постоян-
ного -электромагнитного поля, учитывающей изменение
этим внешним полем движения вакуумных электронов [5]

Как показано В.И.Ритусом [4] , эта связь между
поляризацией вакуума фотонами с большими квадратами



импульсов и поляризацией вакуума интенсивным электри-
ческим (магнитным) полем прослеживается с логарифми-
ческой точностью и в следующей за поправкой Гейзенбер-
га-Эйлера поправке к лагранжиану постоянного поля.учи-
тывающей изменения внешним полем радиационного взаи-
модействия между вакуумными электронами (на модном
сегодня языке - двухпетлевая поправкаК

Это обстоятельство, конечно, не случайно, ибо в ка-
либровочной теории, какой является к.э.д., лагранжевая и
поляризационная функции, описывая одно и то же явление,
определяются эффективным значением оператора Г? ,где

J") - р - (2/7j ( AJ -вектор-потенциал электромаг-

нитного ПОЛЯ), И ОНО становится порядка р >> п\ Д Л Я

виртуального кванта и порядка (f F* ,) ->- в г » m
для интенсивного поля F , ибо в последнем случае
лагранжева функция формируется на расстояниях

: ! с ~ ( 2 г ) ' [ЗА~\ » малых по сравнению с ком-
птоновской длиной электрона. Именно из последнего об-
стоятельства следует важный вывод, что лагранжева

функция постоянного поля правильно описывает поляриза-
ционные поправки и для переменных полей, если они дос-
таточно интенсивны [3,4j .

Ниже мы приведем еще ряд аргументов в пользу то-
го, что, изучая лагранжиан в пределе сильного поля, мы
получаем ту же информацию,что и поляризационная функ-
ция поля в пределе большого квадрата импульса,т.е.вычисляя
квантовые поправки к лагранжиану интенсивного постоян-
ного поля, мы изучаем поведение теории на малых рас-
стояниях.

Сказанное указывает на несомненный интерес рас-
смотрения аналогичной проблемы для неабелевого янг—
-миллсовского поля, чему и посвящена настоящая лекция.
Очевидно, что асимптотическая свобода неабелевой тео-
рии должна явно проявляться в структуре лагранжевой
функции интенсивного постоянного янг-миллсовского поля.

В следующем разделе мы перейдем к исследованию
этого вопроса.
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* i ' * '•< 2, Общий формализм [6S7 j

' „ { } Мы применим метол, вычисления эффективного дейст-
вия Г [я эффективного лагранжиане) t а также функций

Грина во ваьшне-Vi поле, предложенный в работе
Г.К.Саввиди и автора [о j (см.также [ 8 ] } .

<• Основой подхода в [ о ! служил развитый Шьингером
в к.э.д. [9] явно ковариантный метод получения Г ,
основанный на сведение вычислений к динамической за-
даче для некоторой ''частицы , пространственно-времен-
ные) координаты которой определяются уравнениями дви-
жения в собственном времени.

В к.з, д. суммирование однопетлевых вкладов прий&~
ло в [б"| к поправке Гейзенберга-Эйлера, что следует
расс\гатривать как хороииую проверку метода, а в >V" -
-теории точный однопетлевой лагранжиан был получен в
двух интересных частных случаях;5 постоянного поля и
плоской волны. При этом поляризация вакуума в обоих
случаях совпала, тогда как хорошо известно, что в
к.э.д» плоская волна{ распространяющаяся в электронно-
-позитронном вакууме, не поляризует его [9] , Здесь

мы тем же методом изучим оонопетлевые поправки
в теории Янга-Миллса (Я.-М,), обусловленное поляриза-
цией вакуума этого поля [7] „

Рассмотрим поле Я,—М,, соотвотствующее группе
( ) » Классическое дойотвие имеет вид:iSU(2)

где

U, А: (2.2)
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I - тензор напряженности поля Я.-М.; С -струк-
I турные константы SU(£) l \ Действие (2.1) инва-
г риантно относительно инфинитезимальных калибровочных
' преобразований

где

, С (2.4)

-ковариантная производная, обладающая свойством:

(2.5)

Р _ p a c a r
причем, например, Uj4^ ~ С Vĵ -o . Из-за инвари-
антности относительно калибровочных преобразований
(2.3) действие (2.1) сингулярно. Поэтому к нему необ-
ходимо добавить слагаемое, фиксирующее калибровку, ко-
торое в свою очередь приводит к появлению фиктивных
частиц Фейнмана, Фадеева-Попова [10-12J .

Прежде, чем переходить к вычислению однопетлево-
го вклада в эффективное действие или в эффективный лаг-
ранжиан, остановимся на обшей идеологии, связанной с
эффективными лагранжианами.

Настоящее рассмотрение легко обобщается на
произвольную группу.

-в-



•i Эффективный лагранжиан, по определению, включает
i. в себя радиационные поправки и записывается в терми-
& нах эффективных констант связи, зависящих от внешних
|? полей. В этом смысле он очень приспособлен для задачи,
? о которой говорилось во введении (п.1) и хоторая связа-

на со стремлением внешнего поля к бесконечности. Мы
уже приводили аргументы в пользу того, что при этом
имеется связь с проблемой малых расстояний.

Добавим, что эта связь следует также из того, что
зависимость эффективных констант связи от полей повто-
ряет зависимость соответствующих констант связи от
импульсов. Это можно оправдать рассмотрением фейнма*»
новских диаграмм: большие значения внешних полей,как
и большие значения внешних импульсов, обрезают малые
виртуальные импульсы, т.е. подавляют вклад в интегралы
от больших расстояний.

Иными словами, формализм эффективного действия
обеспечивает возможность изучать свойства теории на

:" | малых расстояниях в терминах эффективных констант
| ! связи, входящих в обычные лагранжианы.

| С более общей точки зрения эта проблема связана с
' \ определением эффективного действия как производящего
-"I функционала одночастично неприводимых вершинных функ-
* | ций.

Можно указать и на другие, преимущества испольэо-
вания формализма эффективного действия (см. .напри-
мер, [l3 ĵ ) : сравнительная простота рассмотрения об-
ла'сти импульсов порядка масс, что создает определенные

^ трудности при использовании метода ренормализационной
группы; простота условий нормировки, которые здесь

|- определяют перснормированные константы связи как
е эффективные константы связи, взятые при значениях
i внешних полей, равных их вакуумным значениям.
| Впервые эффективно определение заряда в зависи-
| мости от внешнего поля использовалось, по-видкмому,
I в хорошо известной работе С.Коулмена и Э.Вайнберга[14].
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I
I Сделаем .мде одно общее замечание, связанное с

калибровочной инвариантностью эффективного действии.
Иногда говорят, что эффективное действие (и соответст-
вующий ему эффективный потенциал) определено вне мас-
совой поверхности, стало быть, оно не связано непосред-
ственно с наблюдаемыми величинами и, поэтому, но обя-
зательно требо.зать его независимости от калибровки.
Но надо помнить, что эффективный .потенциал в произ-
вольной стационарной точке определяет среднюю плот -
ность энергии стационарного (или квазистационарного)
вакуума, и зто обязывает нас обеспечить независимость
эффективного потенциала от калибровки. Всюду ниже мы
будем проводить вычисления явно калибровочно инвари-
антным способом.

§ З.Однопетлевый вклад в эффективный
лагранжиан поля Я.-М. [7]

Вернемся к однопетлевому вкладу в эффективное
действие Г . Оно имеет вид JJ2,15,16] r

(3.D

Здесь, Ьр означает полный след операторов, включаю-
ший суммирование по лоренцовским и внутренним индек-
сам и интегрирование по четырехмерному пространству.
В этом выражения классическое действие S(^) имеет
вид: /

(в'А)) ] 2 , (3.2)

- 8 -



где второй член соответствует так называемым ковари-
антным калибровкам [12.15J; ot_ -параметр калибровки.
Входящее в (3.1) и 3.2) поле (\ рассматривается как
"внешнее* при всех функциональных дифференцированиях,
после чего оно берется равным Д .

_ Мы будем исследовать эффективное действие
i -Г{А,А) для полей й , удовлетворяющих классическим
' уравнениям движения в отсутствии источников:

э •

Для этого класса aoieft из тождеств У орда следует, что
функция Г С п J не зависит от калибровочного пара-
метра Л [17,18] . Ниже мы сможем явно убедить-
ся в этом факте.

Выполняя! в (3.1 '̂функциональное дифференцирований
и полагая f\ ~ f\ , получим:

г'де

' •->, О }

w F . p =- i



Из (2,5) и (3.7) следует, что
л

J ^ J (3.9)
Принимая во внимание

[ Vjw , Gjuv J = .^ju^>) >

для полей, удовлетворяющих (3,3), получим:

( з л о )

Используя для (3.5) и (3.6 ) представление собст-
венного времени [9] , имеем

о©

( з л 2 )

1 С помощью (3.10) представим оператор в 1 * в виде:

S

° "•" (3.13)



Подставляя (3.13) в (3,11) , найдем

о
оо

где

U ( s ) «

(3.14)

(3.15)

= e " L

Из (3.10) и (3.15) следует, что

(3.16)

(3.17)

После чего, производя во втором слагаемом (3.17) цик-
лическую перестановку и используя (3.17), можно уви-
деть, что оно сводится к постоянному члену

1.
Тем самым, с точностью до тривиального- слагаемого,
независящего от поля, явно доказана независимость
эффективного действия Г от калибровочного парамет-
ра dk (см.также [19] ).

- 1 1 -



£

Итак, имеем:

••H." I J T SpU(5J ( 3 t l 8 ,

о

о
Приведем также выражения для операторов, обратных Н
и Н (о(); в последнем явно выделена калибровочная зави-
симость с помощью соотношения (ЗЛО).

i J " d s U ( s ) (З.20)

oo (3.21)

\ + i lL /dScltU(S)vU.e(t)?.

; Таким образом, задача вычисленкя однопетлевого
I лагранжиана и функций Грина определяется формулами
\. (3.18) - (3.21), и для ее решения необходимо знание
| матричных элементов операторов (ЗЛ5; и 13.18/. Осно—•
| вой: для этого может служить метод Швингера [9] f ис-

пользованный в \0~\ для Ъ^ -теории.

§ 4, Ковариантно-постоянное поле [7] .

Простейшим нетривиальным решением (3,3) является
ковариантно-постояниое поле, для которого

_ о L

- ° (4.1)

-12-



Уравнение (4.1) является естественным обобщением пос-
тоянного однородного поля электродинамики (9/>fyv=Oj

Действуя коммутатором [ ? А , V/] на QrJ,^ и
используя (2,5;, (4*1). получим

e a 6 c GJ v G^=O (4.2)

Из ( 4.2) следует, что

j U » (4.3)
где П. .некоторый изотопические! вектор.

Если (по. напрашивающейся аналогии с «лектроДИНА-
МИКОЙ) искать обшее решение (4.1) в виде:

то подставляя (4.4) в уравнения (4.1) и используя (4.2),
найдем:

Кроме того, используя (4.2) и (4.5), из (2,2) имеем

! * J
t̂ , a*.-o (4.6)

Из (4.6) следует, что
•у

где S -произвольная матрица на присоединенного пред-
ставления группы.



Соотношения (4.4) и (4.7) задают обшее калибровоч-

но-инвариантноэ решение уравнения (4.1). Выбирая ка~

либронху О, = О • из (4,4/1 (4.3) и (4,5) имеем:

. „., jwV и ft. не зависят от эс , причем п. п - 1

Таким образом, ковариантно постоянное поле Я„-М фак-

тически сводится к абелеву тензору F^*> .
Условие ковариантного постоянства К1Л), записанное

в виде

дает для оператора 13.15У факторизацию:

. <4ло)

| Соотношение(4.10) сводит задачу вычисления величин
• (3.18) - (3.21) к нахождению матричного элемента one-.

V
р

ратора Vo ( S ) , вычисление которого, как уже неод-
кратно отмечалось, эквивалентно решению динамической
задачи для некоторой 'частицы" [9] .
Соответствующий результат имеет вид:

г . «. -
Г "**" (4.11)

где А л

N=tQ G

. ; <4-»2)

-14-



символ здесь и в дальнейшем означает след по
лоренцовским индексам.

Раскрывая в (3.18), (13.13) полный след операто-
ров

z tztzjd X (4.13)

и используя (4.11)^ для однопетлевого лагранжиана по-
лучим:

(4.14)

л
причем "tt означает след по изотопическим индексам.
Вычисление следов в (4.14) производится с помощью
собственных значений матриц F и п :

ила,

! tl
где

=

-15-
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В результате получжм

Lfi5

163T*J S 3

(4.18)

Первый интеграл в правой части (4.18) с точностью до
коэффициента 2 совпадает с выражением для однопетле-
вого лагранжиана скалярной алектродинамики [э] .
Удвоение этого выражения связано с увеличением фазо
вого объема из-за присутствия изотопической степени
свободы. Второй интеграл в (4.18) обусловлен 'спино-
вым* вкладом 2 ' - 2oiG оператора Н [i) .

T
В спянорной «лехтродинамихе соответствующий
вклад происходит от члена ~- е 6JJV Fu v



Q I

Выбирая контур интегрирования так,чтобы обес-
печить сходимость интегралов при больших «S „пред-

Т ставим (4.18) в виде:

s)

1

S ) J ' (4.19)

где /.j и / г вешественны;

Г ^ (4.20)

S o - параметр обрезания.
Рассмотрим выражение (4.19), соответствующее

чисто 'магнитному' полю ^ = . о t 5 > O . B «том
случае имеем:

Подставляя (4,21) в 14.19),получим:

3)
Фактически ото сводится к замене £ - • • - i S в первом

и третьем слагаемом (4.18)

- 1 7 -
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Применяя стандартную процедуру перенормировки, осно-
ванную на обшем пршщиле, требующем обращения в нуль
радиационных поправок при выключенном поле, в преде-
ле сильного "магнитного* поля получим;

(4.23)

где J* -произвольная масса, определяющая точку вы-
читания 4 '«

При иг/<* О , 3-< О (чисто 'электрическое" поле)
имеем

поэтому

ел»

dS

s)

(4.24)

4)
В к.э.д. выражению (4.23) соответствует асимпто-
тика

-18-



у* Интеграл по собственному времени им&ет особенности
11 I и лагранжиан (4.24) приобретает мнимую часть, вычисле-
* яие которой дает5^

(4.25,

Поскольку вероятность всех продессов с сохранени~
ем вакуумного "состояния в объеме V эа время Т
дается величиной

( 4.26)

то из (4.25) следует сильная нестабильность вакуумного
состояния, если Я.-М. поле осталось безмассовым.

8 5, Применение ренормалиаааионной

группы [Ю]

В уже упомянутой работе С.Коулмена и З.Вайнбер-
га [14] метод рекормалиэационной групгы применялся
для исследования асимптотики эффективного лагранжиана

'f*4 -теории при больших полях.
В этом разделе мы исследуем с этой точки зрения

поле Я.-М. Мы увидим, что отрицательный знак в (4.23)
отражает как раз асимптотическую свободу тоорня Я.-М.

5)
Выражение (4.27) с точностью до коэффициента 2
совпадает, естественно, с мнимой частью лагранжи-
ана безмассовой частицы спина ноль.

-IS-



Установим связь между эффективным лагранжианом
и р -функцией Г елл-Манна-Лоу, фигурирующей в ме-
тоде ренормалиэашюнной группы, более детально.

Существенным моментом здесь является использо-
вание так называемых ковариантных калибровок [12,15,17]
( см. формулу (3.2)),

В этих калибровках конр-член имеет универсальный
вид:

причем 2 не зависит от вида калибровочной функции.
Из этого следует три важных следствия. Во-первых,

между- константами перенормировки вершинной и волновой
функций имеет место соотношение [12,15,17]

2 4 = Z 3 , (5.2)

и действие перенормируется как целое^
Во-вторых, 2 , , 2 Э не зависят от вида кали-

бровочной функции. И, в-третьих, как следствие из пер-
вых двух выводов, аномальная размерность поля Y не
зависит в этих калибровках от вида калибровочной функ-
ции и связана с Jb -функцией Гелл-Манна-Лоу прос-
тым соотношением

Выбор полей Я.-М,.удовлетворяющих свободным уравне-
ниям движения (3.3), позволяет нам полностью исполь-
зовать преимущества ковариантвых калибровок [12,15,17],
обеспечивающих полную калибровочную инвариантность
аффективного действия Г .

При «том соотношение (5,3) имеет место для любых
полей, удовлетворяющих (3,3).

Разложим эффективное действие Г в функциональ-
ный ряд Тейлора [21] :



(5.4)

г I"-)
где I n -частичная одночастично неприводимая вер-
шинная функция, при перенормировках преобразующаяся
так;

"-/г
1 г 7 ъ ' "-"• ' 15.5)

(5.5), вместе с условиями перенормировки /4и ,

а , > I/» , л а 1 »/г
г li Ь 3 \п>* /ttn. , <jt 3 J«tn, д (5,b;

означает ренорм-групповую инвариантность i ,
Используя стандартные рассужденил, применяемые

обычно при выводе уравнений ренорм-группы [22] и
учитывая калибровочную инвариантность, получим следую-
щее уравнение для Г :

Для дальнейших целей необходимо вместо* разложе-
ния (5,6) по степеням полей fl использовать разло-
жение Г по степеням импульсов, что в координатном
пространстве имеет вид

r J d " x [ 2 * 2 * £ * ] (5.7)

Из соображений_калибровочной инвариантности сле-
дует, что функция ££ зависит лишь от инвариантов
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& "и¥, нонё содержятГпроизводных (ховариантных)от
напряженности G£> .Функция X содержит однократное кова-
риантное дифференцирование и т.д. Функция X выделена

тем, что в нее дают вклад лишь/ ковариантно постоян-
ные поля (4.1) , которые мы изучали детально в п.4. _

Поскольку, как уже отмечалось выше, в явно ко-
вариантной формулировке теории Я.-М. происходит пере-
нормировка инвариантного действия как целого, обычные
условия перенормировки можно выразить с помошью
одной лишь функции §£ :

i

(5.8)

Подставляя разложение (5.7) в {£.6),
уравнение, которому удовлетворяет ££

Рассмотрим опять поля, цпя которых
этом случае уравнение для ££, имеет вин

получим

-0. В

о -). „

О пред злим безразмерную величину t- следующим обра-
зом

L - (5.10)

Поскольку безразмерная величина L может зависеть
от J- и jJiz только через отношение
получим

(5.11)
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где - Jb

Из (5.8) и (5.11) следует

а с учетом (5.3) и (5.12):

С целью решить уравнения (5.11) определим функцию
5 ( t , a ) [22} , удовлетворяющую уравнению

с граничным условием

15.16)

Тогда решение (5.11) с граничным условием (5.8) запи-
шется в виде

-23-



I 4.'
I Интеграл по X можно легко вычислить, используя(5.3) и (5,15). Окончательно будем иметь

Совершенно очевидно., что к х.э.д. применимы асе вы-
шеприведенные аргументы, поэтому для нее можно на-
писать:

2

где

- < 5 < я 0 )

Вышеприведенные замечательные формулы (5.18) и (5.19)
являются основой, той связи между асимптотикой эффек-
тивного лагранжиана для интенсивного поля и поведением
калибровочной теории на малых расстояниях, задаваемым

Jb -функцией, о которой шла речь во введении, В
частности, как видно из (5.19), Jb -функция определяет
плотность энергии вакуума в однородном магнитном
поле. - i -( t ,Q) можно считать магнитной (диэлек-
трической)1 проницаемостью вакуума в магнитном
(эшектрическо .:) поле.

До сих пор наше рассмотрение не было связано с
теорией возмущений. Воспользовавшись теперь резуль-
татами однопетлевого приближения для теории Мнга-Мил-
лса (см.14.23)) и к,э.д. Сем. с носку 4)) можно написеть:

l5.2Ja)



Для соответствующих ft - функций имеем в этом при-
ближении

V-M. «гк.э/э

Различие в знаках (5.21а,б) и в (5.22) для теории Я.-М.
и к.э.д» есть, конечно, проявление различия между
асимптотической свободной и нуль-зарядовой ситуацией
этих теорий.

Из (5,21а) и ( 55 216) для "магнитной" ("диэлектри-
ческой") проницаемости вакуума в случае поля Н.--М, и

к.э.д, в однопетлевом приближении ( О. Н( Е ) » J* ,

€ п (Е ) » f ^ e / можно написать:

*{ 8 6. Нидежды на консрайнмент? [23 J

Л
До сих пор мы все время интересовались асимпто-

тикой ло полю однопетлевого лагранжиана И.1.9) (или
( 4 . 2 2 ) ) .

Что можно сказать о поведении его при конечных
полях?

Рассмотрим, например, (4.22), который подробно
исследовал Г,К.Саввиди [23]

В осиользовавшись при перенормировке условиями
Ш (5,1) и (5.8), интеграл (4,22) можно свести к следующе-
».' му виду [231;

v.



J
4 о

d *

где a г H / ju 8

Интегрируя это выражение, получим для конечных

1 _ _

Таким образом, для плотности энергии вакуума, находя-
щегося в постоян
будем иметь [23]
щегося в постоянном "магнитном* янг-миллсовском поле

с)та формула по своей структуре похожа на формулу
ttt.10) кшпя (4.5))) статьи С. Коулмена и Э.Вайнберга[14Т
описывающую динамическое нарушение симметрии за счет
радиационных поправок в ^f1 -теории.

Так же как и в этой формуле* в (6.1) минимум энер-
гии вакуума в 'магнитном' поле Я.-М. достигается при
конечных Н > О .Таким образом, однопетлевое рассмо-
трение позволяет надеяться на то, что за счет обмена

- 2 6 -



глюонами Я.-М. поли можно получить невылетание квар-
ков, и это связано с асимптотической свободой теории,
формула (5.18) и результат по двухпетлевой поправке
к J$y,M [24 J делают правдоподобным, что многопет-
левые поправки не приведут к исчезновению минимума

' энергии вакуума, поляризованного глюонами Я.-М. поля.
При этом , конечно, необходимо решить ряд фундамен-
тальных вопросов, например, вопрос о динамическом воз-
никновении масс у глюонов, связанный с ним вопрос о
смысле параметра инфракрасного обрезания иг во всех
наших выражениях, например, в (6.1) и т.п.

В заключение я искренне благодарю Г.К. Саввиди,
совместно с которым опубликован ряд статей, составив-
ших содержание данной лекции , за многочисленные ин-

[ тересные обсуждения.
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