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Рассмотрев движение заряженной частицы в одномерном пери-

одической потенциале типа Кронига-Пенни. Подробно исследованы

свойства энергетической зонной структуры и блоховских волновых

функций в координатном и импульсном представлениях. Выделены

две группы резко различающихся состояний - подбарьерные и над-

барьерные, и указана роль каждой из них в явлении каналирова-

ния положительно и отрицательно заряженных частиц. Показано,

что информация о свойствах симметрии блоховских функций на кра-

ях энергетических зон может быть извлечена непосредственно из

дисперсионного уравнения; дана оценка размеров соответствующих

областей краевой когерентности в зоне Бриллюзна. В надбарьер-

ной области обнаружено нетривиальное явление нарушения чередо-

вания четности волновых функций на границах энергетических зон,

связанное с занулениеы коэффициента отражения от изолированного

барьера или ямы, и выявлено осцилляционное поведение ширин раз-

решенных и запрещенных энергетических полос. Аналитические вы-

вода проиллюстрированы численными расчетами при различных зна-

чениях параметров задачи.
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I. ВВЕДЕНИЕ-'

В последние годы задача о движении частицы в одномерном

периодическом потенциале приобрела новое значение в связи с

квантовой теорией каналирования быстрых заряженных частиц в

кристаллах. Именно, в случае плоскостного кан&яирования попе-

речное движение частиц описывается уравнением Шредингвра с не-

которым элективным одномерным периодическим потенциалом (см.,

например, [l,2J). Как следствие, волновая функция каналиру-очтей-

ся частицы представляет собой суперпозицию соответствующих бло-

ховских функций, свойства которых и определяют, Фактически,

весь спектр физических явлений, наблюдающихся т услоъмях кана-

лирования.

В простейших случаях эг^ктивньтй периодический потенциал

представляет собой совокупность довольно широких потенциальных

барьеров одинаковой высоты, и состояния частитш в таком потен-

циале естественным образом разбиваются на две группы.

Одну из них составляют состояния, энергия которых меньше

высоты потенциального барьера. Эти, так называемые подбарьер-

ные состояния, обычно допускают простое рассмотрение, например,

в рамках приближения сильно? связи, и их роль в явлении кэнали-

рования к настоящему времени изучена сравнительно хорошо [я].

Группа же надбарьерных состояний, энергия которых леяит

выше высоты потенциального барьера, уже не допустаот столь про-

стого рассмотрения, и их роль в явлении каналирования, особен-

-3-

;



но для случая отрицательно заряженных частиц, до сих пор в зна-

чительной степени оставалась невыясненной. Между тем, как -бу̂ -

дет ЕИДНО из дальнейшего, именно эти состояния несут ответст-

венность за аномально глубокое проникновение электронов в крис-

талл в условиях каналирования.

Вероятность заселения того или иного состояния в эффектив-

ном периодическом потенциале зависит от угла падения пучка час-

тиц на кристалл, причем максимальной заселенности каждого сос-

тояния отвечает определенный угол падения. Поэтому квантовоме-

ханическое описание явления каналирования в широком диапазоне

углов требует знания блоховских состояний для достаточно боль-

шого количества ( в некоторых случаях - для нескольких сотен)

энергетических зон одновременно.

С точки зрения простоты и возможности проведения полного

анализа наиболее приемлемой на современном этапе является мо-

дель периодического потенциала, составленного из прямоугольных

потенциальных барьеров конечной ширины и высоты. Такой потен-

циал, известный как потенциал Кронига-Пенни, позволяет, в час-

тности, проанализировать различия в картинах каналирования по-

ложительно и отрицательно заряженных частиц.

Хотя квантовомеханическая задача о движении частиц в по-

тенциале типа Кронига-Пенни формально решена довольно давно \4,

5J,некоторые важные вопросы в это** задаче еще не были выясне-

ны до конца. По этой причине, в частности, и проблема канали-

рования в таком потенциале при возросшем в последнее время ин-

тересе к ней £з] осталась, фактически,не исследованной, если

не считать иллюстративных расчетов, проведенных в работе
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В настоящей статье, работая в рамках модели Кронига-Пенни;,

мы ставим себе следующие задачи:

1. Изучение особенностей структуры подбарьерных и надбарь-

ерных энергетических зон в зависимости от ширины и высоты по-

тенциального барьера. Этот вопрос интересен прежде всего пото-

му, что высота реального эффективного потенциала, выраженная

в безразмерных единицах, оказывается пропорциональной реляти-

вистской массе частицы со всеми вытекающими отсюда последстви-

ями»

2. Исследование свойств волновых функций в зависимости

от номера зоны ц и квазиимпульса Q .

3. Изучение распределения частиц по импульсам в различ-

ных блоховских состояниях.

Среди этого крута вопросов важное место занимает вопрос

о поведении блоховских волновых функций (как в координатном,

так и в импульсном представлениях) в центре и на границах зо-

ны Бриллюэна.

Сильнейшие когерентные эффекты, обусловленные периодич-

ностью потенциала, находят свое отражение в свойствах симмет-

рии волновых функций таких состояний и приводят к определенным

строгим соотношениям.между коэффициентами в выражениях для

этих функций, что особенно важно при численных расчетах.

Как следствие, импульсное распределение частиц в таких

состояниях, независимо от того, подбарьерные они или надбарь-

ерные, характеризуются тем, что в нем в равной степени пред-

ставлены противоположно направленные - импульсы.

Это означает, что при некоторых строго определенных углах ?
i '•'•

N
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паления, больших угла каналирования, в угловом распределении

частиц за кристаллом должна наблюдаться картина "зеркального"

отражения частиц от рассматриваемых кристаллографических плос-

костей.

Ниже буде'1
1
 дана оценка ширины области значений квазиим-

пульса вблизи границ энергетических зон надбарьерных состоя-

ний, где должны иметь место отмеченные когерентные эффекты.

Имея в виду дальнейшие приложения, мы рассматриваем при

численных расчетах одновременно два потенциала типа Кронига-

Пенни, отличающихся друг от друга знаком.

Результаты сравнительного анализа явлений плоскостного

каналирования положительно и отрицательно заряженных частиц

различной энергии в модели Кронига-Пенни мы предполагаем опуб-

ликовать в ближайшем будущем.

2. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ.

Мы не будем останавливаться на выводе дисперсионного урав-

нения, определяющего энергетический спектр частицы, движущей-

ся в периодическом потенциале типа Крогота-Пенни. Этот вывод

хорошо известен (см., например,^]).

Одна из целей настоящей работы состоит в том, чтобы пока-

зать, что информация о свойствах блоховских волновых функций

и, в частности, об их поведенки на границах энергетических зон

заключена в дисперсионном уравнении в достаточно простом виде,

и может быть легко извлечена из него.

. Энергию частицы с массой пь , движущейся в потенциале

Кронига-Пенни периода d , будем записывать в виде

-6-



Пусть далее CL определяет ширину потенциальной ямы в еди

ницах с/ , а безразмерная постоянная fc отвечает высоте потен-

циального барьера V
e
:

Введем четыре функции

следующим образом

(3)

Здесь 4=i-<b> - ширина барьера, а

*(«~ЛК£. (4)
Выражениями (3) будем пользоваться во всей области значе-

ний O i K < «
e
; надо только помнить, что в подбарьерной облас-

ти, где К<К
9
;, в этих формулах происходит переход тригономет-

рических функций Со& **р& и tin. a в гиперболические по2,
обычной схеме

Квазиимпульс О , характеризующий блоховские состояния и

лежащий в первой элементарной ячейке обратной одномерной решет-

ки, будем измерять в единицах Т/ol ,. так что - / ^ 0 $ 1 .Тогда

дисперсионное уравнение, решение которого 1с
п
 (<р определяет

уровни энергии (I), может быть представлено в двух формах:

-7-



Такая возможность становится очевидной, если воспользо-

ваться тождеством

в справедливости которого легко убедиться непосредственно.

Из (5) и (б) следует, что в соответствии с требованием

общей теории [б} ргмеет место симметрия закона дисперсии

Уравнение (5) чрезвычайно удобно при анализе задачи в об-

ласти малых О , а уравнение (6) в области \й\, близких к I.

Дело в том, что введенные нами величины г\Ю
9
 Qf/y

и -^Шнепосредственно фигурируют в выражениях для волновых

функций (см,ниже Формулы (9), (10)). Информация же о поведении

этих величин может быть получена прямо на уровне дисперсионных

уравнений (5) и (6), позволяя сделать важные заключения о свой-

ствах волновых функций в центре и на границах зоны Бриллюэна.

При этом очень существенным для дальнейшего анализа оказывает-

ся то обстоятельство, что величины ^[к/, *«(*// ̂ (
л
/ и Щ К )

входят в выражения для блоховских волновых функций в виде оп-

ределенных комбинаций с £*'* Щ / 1 и c*6*f/t. Эти комбинации обо-

значим через .
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3. СВОЙСТВА ВОЛНОВЫХ ФУНКЦИЙ В СЕРШКЕ ЗОНЫ БР1ШР0ЭНА.

3.1. Явный вид волновых СВУНКПИЙ в отсутствие вырождения.

Рассмотрим область малых значений loj^-j"*
 И з
 (

5
) следу-

ет, что при О«*0 одна из величин к?(к,(})) или ^(к>(^))

должна обратиться в нуль. Ситуация со случайным вырождением,

когда при fl -• 0 зануляготся одновременно обе функции X м ft.

будет рассмотрена отдельно в разделе 3.4.

Легко видеть, что в отсутствие случайного вырождения ве-

личины Q и уведут себя при в-»0 таким образом, что одна из

них обязательно обращается в нуль, а модуль другой стремится

к <х». Так если ЩГ
п
(с))= 0, то >feir/fc|=<*», a Q = 0. (Значение

при ^= 0 для удобства Записи обозначим индексом 0).

и |5|

В другом случае, когда zQcJio))^ 0, будем иметь И = 0 и

Важно отметить, что при этом в обеих ситуациях |Р|

принимают конечные значения, как это следует из (3), (6),

и (8).

Используя эти свойства, нетрудно установить вид блохов-

ских волновых функций Yit-(
х
) при малых Q .

Рассмотрим явные выражения для яЬ^ (х), отсчитывая х в

единицах с/ от центра потенциальной ямы.

0
е
 Тогда при малых Q

(9)

» ~ нормировочная постоянная, равна

-9-



2. Пусть теперь "W» <(fci(«fc о. Б этом случае удобно запи-

сать волновые функции в Еиде

•

Выражения (9),(10) определяют волновые Функции в одной

элементарной ячейке прямой решетки. Значения в других элемен-

тарных ячейках определяются условием Блоха

Следует отметить, что формулы (9) и (10) справедливы при

любых значениях 0 и, как легко убедиться с помощью (5) и (6),

являются эквивалентными. Однако, если пользоваться для ^^00

выражением какого-либо одного вида, то при QL-*O пришгось бы

при необходимости раскрывать неопределенность типа О/О . Такая

же ситуация имеет место и на границах зоны Бриллиэна Q =±1

(см.ниже раздел 4).

Полученные выражения наглядно демонстрируют свойства сим-

метрии волновых функций при Qs: 0. Действительно, в первом слу-
ч а е
 ( Ж

=
 °» Q " °) у-^Гункция является четной функцией как

относительно точки Х = 0, так и относительно точки x=I/2
t
 a

во втором (£?= О, R = 0) - нечетной.

-10-
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Таким образом, информация о том, какая из дующий -/или

обращается в нуль при Q = 0, полученная на уровне диспер-

сионного уравнения, немедленно указывает на свойства симметрии

соответствующих блоховских функций.

3.2. Нарушение чередования четности волновых (функций.

Интересен вопрос о том, как меняются свойства четности

волновых функций, отвечающих (7=0, при переходе от одной энер-

гетической зоны к другой. Что касается подбарьерной области,

то простой анализ расположения нулей функций ic (*/ и $,[к.)

показывает, что при k<ke они строго чередуются, т.е. между

каждыми двумя нулями Яункпии (fiiM) льжит один нуль функции

zf(k). Это означает, что имеет место последовательное чере-

дование четности блоховских (Тункций подбарьерных состояний,

отвечающих цен. ру зоны Ер„:ллюэна (при этом волновая (функция

наинизшего состояния, как и должно быть, является четной, вол-

новая функция второго по энергетической шкале состояния - не-

четна и т.д.)

В надбарьерных состояниях картина чередования четности

волновых функций претерпевает существенные изменения. Действи-

тельно , положения нулей <*ункци"т х(к)ж ^(л/определяэтся, соот-

ветственно, следугощими уравнениями

Простое графическое исследование" относительно положения

. корней этих уравнений показывает, что в надбарьерной области

- П -



всегда может осуществляться ситуалля, когда между двумя корня-

ми первого уравнения лежат два корня второго или наоборот и,

следовательно, происходит нарушение последовательного чередо-

вания четности ВОЛНОРЫХ функций соответствующих состояний. Б

частности, подбором параметров потенциала можно добиться того,

что в некоторой области значений энергии будет иметь место "по»-

парное" чередование четности, т.е. за двумя симметричными сое- [

тояниями будут следовать два антисимметричных и т.д. г

Нетрудно увидеть, что имеете вполне однозначная связь

между сбоями в чередовании четности блоховских w-функций и

занулением коэффициента отражения от отдельного звена потенци-

ала Кронига-Пенни. Так, если в некоторой области изменения пе-

ременной к расстояние между нулями функции "^ тт" больше,чем

2/JFX , то нарушение чередования четности волновых функций в

этом случае будет происходить в окрестности тех значений К ,

для которых коэффициент г
4
 надбарьерного отражения от изоли-

рованного потенциального барьера W г

(14) I

обращается в нуль. В обратном случае, когда интервал между ну- i

лями функции "Ы ~£ меньше, чем 2/Тйи, сбой будет возникать |
;

вблизи тех К, которым отвечает обращение в нуль коэффициента к

I-U.

(15)

отражения от отдельной ямы потенциала Кронига-Пенни.

-12-
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3.3, Размет областей краевой когерентности.

Возникновение симметрии волновых функций при Or = 0 мож-

но интерпретировать как результат когерентного воздействия пе-

риодической среды. Это особенно ясно видно, если работать в

импульсном представлении (см.Введение).

Нетрудно показать, что в пределе ft-*»» при любом конеч-

ном Q волновые функции (9),(10) представляют собой плоские

волны типа £ " , и только, на краях энергетических зон ко-

герентное влияние среды приводит к появлению симметричных или

антисимметричных комбинаций таких волн. Об этом явлении мы бу-

дем говорить как о краевой когерентности.

Если теперь вернуться к конечным значениям к, то естест-

венно возникает вопрос о ширине области квазтшпульсов А0(вбли-

зи Q = 0), в которой можно ожидать проявления эффектов краевой

когерентности. Это факълески вопрос о том, при каких отклоне-.

ниях утла падения пучка от условий Брэгга соответствующие брэг4

говские отражения проявляются еще достаточно сильно.

Рассмотрим случай (9), когда Q S -0, Величину Д О , оче-

видно, можно оценить из условия

•|Q(fe.H>)S(lr,UV)~l,
 C3B)

которое означает просто,что коэффициенты перед синусом и коси-

нусом в яме сравнимы по величине (оценка из сравнения коэ^фици-f

ентов над барьером при If,,*(сдает,как легко убедиться, тот же

результат). При этом важно иметь в виду, что при малых л в

отношение .„ яакФтншщр &fy для надбарьернотношение . „ (даЛ ' яак.Фтншщр &fy , для надбарьерныг

зон меняется слабо и имеет значение порядка I . Отношение же

t*~ir с ростом АО меняется сильно и требует внж-

-23-



мательного рассмотрения.

Работая в одной энергетической зоне, для зависимостей

0(1с,,(Ар),А$(к(*1))п т.д. будем писать просто Qjfiq)
т.д., и воспользовавшись (5), перепишем (16) в виде

! Ограничиваясь членами до 2
г о
 порядка включительно и учиты-

; вая, что ffjfih 0, разложим теперь r^C&j)^ ряд по

Производные 1-го и 2-го порядка легко получить дифференци-

рованием тождества (5) по 0^ :

Подставляя (18) в (Г7), с учетом (19), будем иметь

Таким образом, задача свелась к вычислению ветчвн^о)^ д(о).

Что касается величин < £?
н
(о), то условие ^.(о) = 0 немедленно

приводит к точному результату

С другой стороны величина |<4Л°'1 для высоколежащих над-

барьерных состояний,, как легко показать, равна единице с точ-

ностью до членов ~ JSL . Итак, ширина Atf области краевой коге-
и

рентности в высоколеяащей й.-ой энергетической зоне осциллиру-

ет, с ростом п. , спадая по амплитуде как

-14-



При записи (22) мы воспользовались тем обстоятельством, что

В надбарьорной области по мере приближения к
н
 к

эффективно возрастает до Г; в случае гаодбарьерянх зон

, гда практически все волноЕые <*ункцжи хоропю описывается

приближением сильной связи, учет; конечности о приводит лишь к

экспоненциально малым добавкам к симметричным и антисимметрич-

ным выражениям для волновых функций, давая в результате А б » I.

В случае (10) аналогичное рассмотрение приводит в далекой

надбарьерной области к результату

Здесь |«(У1~1. a # fo). j£ CM | ^
и, следовательно, ш снова приходим к Формуле (22) для:

Итак, моя' 1 сказать, что в подЗарьерной или низколежащей

надбарьерной зоне когерентные эффекты в полной мере проявляют-

ся во все"? энергетической зоне, а не только на ее краях.

3,4. Волновые гТункции в вырожденном случае.

Рассмотрим теперь вопрос о выборе БОЛНОЕЦХ функций вблизи

середины зоны Бриллюэна, когда <«7и. т С ( к п М ) ~ ^ ЩКнС^))- 0.
0
 v

 ' у*О *• "Этот вырожденный случай имеет место, если пги

одновременно как коэффициент отражения ^ (14) от изолирован-

ного барьера, так и коэффициент отражения /J.(I5) от отдельно:":

ямы потенциатга Кронкга-Пенни, и отвечает ситуации, когда верх-

ний край некоторой надбарьерной энергетической зоны касается

"дна
11
 лежащей над ней соседней зоны.

Для определения вида волновых гГункций Е вырожденном

-15-
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в центре зоны Бриллюэна разложим дисперсионное уравнение (5)

вблизи 0 = 0 . Индекс нуль, как и прежде, будет означать, что

функции берутся при Ci = 0.

(?о
 в
 ОоСШ) Чг

 и
 аналогично ял* К. |

Тогда дисперсионное уравнение дает 0?&/щу ~ 7Г ' \

Надо рассмотреть два случая: I) когда ****/& =0 и Л ^ у О \

и2)С(Й^-=0, Ш^ ~ 0.

Вычислив Q
Q
 , ^

0

/
 » нормировочные коэффициенты>"0

Волновые функции принимают вид

1
К =

± t

Во 2-ом случае аналогичные вычисления приводят к формулам

типа (24) с формальной заменой косинуса на синус и наоборот.

Интересно, что при t » t эти функции переходят в плоские

волны в и £

Итак, в вырожденном случае необходимо вычислять волновые

Функции с помощью предельного перехода при Q-* 0, что создает

дополнительные трудности при численных расчетах.

Наложение малого возмущения привело бы к появлению малой

щели между рассматриваемыми зонами и к снятию вырождения, при-

чем волновые функции при О = 0 в одной зоне описывались бы

действительной частью выражения (9), а в другой - его мнимой

частью. Это означает, что и в вырожденном случае действительна^

и мнимая части (9) и (10) по отдельности являются искомыми ор-

тогональными блоховскими решениями, в чем легко убедиться ие- И

-16-



посредственно. Итак, два решения

случае могут быть выбраны в виде

( О =0', поэтому для упрощения записи индекс Q в приведенных

формулах опущен).

Отметим, что в случае подбарьерных энергетических зон си-

туация с вырождением исключена.

4. ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ ВБЛИЗИ КРАЕВ ЗОНЫ БИШГОЭНА.

Анализ свойств блоховских волновых функций вблизи краев

зоны Бриллюэна а = * I проводится аналогично и дает следующие

результаты.

В отсутствие случайного вырождения, когда только одна из

величин ^(кщтя. >у(л*С})уобращается в нуль при |<?1-»1, явный

вид волновой функции дается формулой (9), если & * ФifcfaifQ, и

формулой (10), если £ЛкО(ЬС^)*0 . Как следствие, волновая
ИмИм

функция, отвечающая \а\ = I, в первом случае четна относительно

: X = 0 и нечетна относительно у =1/2. Во втором случае, наобо-

рот, ч^г -функция с Щ = I является нечетной относительно к= О

и четной относительно X = 1/2.

Так же, как и в центре зоны Бриллгоэна, нарушение чередова-

ния четности волновых функций с Ц|= I, будет происходить вбли-

зи тех значений (С, которым отвечает обращение в нуль коэффици-

ента отражения либо от изолированного потенциального барьера,

либо от изолированной ямы потенциала Кронига-Пенни(см."подроб-

нее раздел 3.2).

-17-



Размеры областей краевой когерентности около границ зоны

Бриллгоэна, так же как и вблизи Q = 0, при le,,» ̂ определяются

соотношением (22).

При наличии вырождения, которое может иметь место только

в случае надбарьерных энергетических зон и характеризуется тем,

что при tyj= I F'fatyjzs jGlkmty) - 0 , две блоховские
волновые функции, могут быть выбраны в виде

5. НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЗОННОЙ СТРУКТУРЫ
И ЕЛОХОВСКИХ ВОЛНОВЫХ ФУНКЦИЯ.

5.1. Об опенке ШИРИНЫ энергетической зоны.

При исследовании свойств зонной структуры большое значе-

ние имеет знание производной от энергии по квазиимпульсу в дан-

•ной энергетической зоне. Для ее вычисления воспользуемся точ-

ным результатом (см,например, [8]), согласно которому производ-

ная Qj* V определяется средним значением скорости в состояний

с .волновой ф(ункцией лр&«09и в наших единицах имеет вид

т Jj,
В зависимости от того, какая ситуация реализуется около

интересующей нас границы энергетической зоны (см.выше разделы

3 и4)„ при вычислении интеграла в (27). следует пользоваться вы-

ражением (9) или (10) для "^i^X В результате приходим к соот-

-18-, . И



Т(Ч) ,28)
da,

 l A V > (28)

правая часть которого может быть записана в двух эквивалентных

(29)

,TPR.

Для зшрощения записи правой части (29) мы не указали в яв-

ном вида зависимости величин k
n
,,5b

h
.,Q> ̂ > ̂ > &

 о т
 Я.

Полученное соотношение показывает, что производная

как и должно быть, обращается в нуль только в точках Q = 0 и

Q,s ± I (т.к. в этих точках соответственно одна из величин Р ,

Q > R • $• зануляется), являясь во всех точках зоны Бриллюэна не-

прерьи .ой и конечной величиной. Последнее обстоятельство означа-

ет, в частности, что зависимость энергии от квазиимпульса %*(&)

- "адной энергетической зоне является однозначной, и непрерывной

дней от Q .

Из (28) вытекает весьма полезная для оценок интегральная

формула ширины Д ^ ku-ой энергетической зоны.

H (зо)
о

5.2. Подбарьерная область.

Количество уровней и зон внутри потенциальной ямы зависит

от конкретных значений ее параметров - ширины, высоты и, как от-

мечалось раньше-, от массы частицы.

С ростом величины к» от нуля до некоторото значения происхо-

дит процесс последовательного опускания надбарьерных энергети-
-19-



ческих зон и пересечения ими верха ямы с происходящим затем,

так называемым, "затягиванием" зон ямой.

Критические значения *£, при которых "потолок" £—ой зо-

ны опускается в яму, определяется из уравнений, полученных на

основе дисперсионных уравнений:

J T ~ 2Г — О для нечетных зон, т.е. £-ift-i

+ & = О для четных, 1*%к ,. <
31
>

где h, = 1,2,..., а решения К± ищутся в интервале (с-/^Г<4*^л

Касание же К -ой зоны происходит при lC
h
 — £ 0>~i) . Отсю-

да, кстати, видно, что аналогично одномерной изолированной не-

глубокой яме, в которой всегда есть один уровень энергии, и

здесь имеется зона разрешенных энергий, сколь малым бы ни была

;
 значение k« .

Итак, если для конкретного значения Ко выполняется нера-

венство Ke^ho < ^ £ , то в яме находятся С зон, а первая

надбарьерная расположена на некотором расстоянии от вершины

ямы. При условии (£-()•£ < К
о
 4 с*£ (ь"0 зона целиком на--

ходится внутри ямы, а часть -с-ой лежит в яме, другая часть

выступает над ней.

Структуру энергетических зон в подбарьерной области 1С
К
^1^

легко выявить путем перехода к пределу сильной связи, как это

/ сделано, например, в £бЗ , и получить, что расстояние между

ближайшими подбарьерными зонаш оказывается порядка JF/(\,, т.е.

. П1ирина же ниэколежащей подбарьерной зоны, как это следует

из (32) с учетом экспоненциальной малости величин P
9
Q

t
 R*S

t

определяется экспоненциально малым коэффициентом прохождения



через отдельный потенциальны? барьер.

Что касается блоховских волновых функций,
 т о в

 рассматри-

ваемом случае они с экспоненциально*
4
 точностью описываются пре*

делом сильной связи и,следовательно, их свойства полностью о-

пределяготся свойствами волновых йункций изолированной потенци-

альной ямы потенциала Кронига-Пенни. С!ущес1 венные отличия воз-

никают лишь в случае Еысоколежащих энергетических зон, которым

отвечают близкие к единице коэффициенты прохождения отдельного

потенциального барьера.

5.3. "Близкая" надбарьешая область.

Рассматривая надбарьерную область, нетрудно Еидеть, что

начиная со ьторой зоны, величинами f4b^/%,i
t
 а тем более и

< S 0 A * V * A - B знаменателе (29) можно пренебречь, в результате че-

го Т* (d)' приобретает более компактный вид

С помощью дисперсионных уравнений (5),(6) и явного вида

функций г, Qj R, S (см.(3)-(8)) нетрудно убедиться, что

в разрешенных энергетических зонах значения величин Q и &

лежат в следующих интервалах

(34)

* I s \ ^
Если обе величины I Ql и ^(расположены вблизи своих ми

нимальных или максимальных значений, то

i-21-i



Если же одна из величин J Q | H iSl находится вблизи сЕоего

максимального, а другая - вблизи минимального значения, то

С другой стороны, важно иметь в виду, что максимальное зна-

чение I " W P L B
B надбарьерной области, как это следует из (33),

Соотношения (35)-(37) показывают, что при достаточно боль-

ших значениях Ко-высоты потенциального барьера, ширины Д^низко-

лежащих надбарьерных зон оказыгатотся малыми. Яри этом типичной,

по-видимому, является ситуация, когда

(38)

TZ'
Однако в специальных случаях, в зависимости от параметров

потенциала Кронига-Пенни, а также от положения рассматриваемой

энергетической зоны, возможно существование экстремально узких

надбарьерных зон шириной

"%b/V£- (39)
Обращаясь к вопросу о частоте расположения низколежащих

надбарьерных зон, рассмотрим наиболее интересный случай доста-

точно больших \Ср, когда

Ь*#*(.71' "$/• (
4
°)

! Простой анализ расположения корней дисперсионных уравнений

(5) и (6) показывает, что низкола$ащие энергетические зоны рас-

положены вблизи значений



Таким образом, Е случае больших *«при переходе от подба-

рьерных к надбарьерным состояниям наблюдается сгущение энерге-

тических зон вблизи вершины потенциального барьера по закону

(41). При этом расстояние между ближайшими надбарьерными зона-

ми

может оказаться значительно меньшим как по сравнению с рассто-

янием (32) между подбарьерными зонами, так и по сравнению с У ,

которое характеризует расстояние мевду серединами зон в далекой

!надбарьерной области (см. ниже).

Основной Физической особенностью волновых функций низколе-

жащих надбгрьерных состояний является большая вероятность на-

хождения частицы в единице объема над потенциальным барьером

по сравнению с соответствующей вероятностью Е области над по-

тенциальной ямой. В качестве количественной характеристики это-

го явления рассмотрим отношение средней плотности частиц над

^потенциальным барьером к соответствующей величине в яме:
У*

f w**
 (43)

Используя выражение (9) для "^ф«)и пренебрегая, как и в

(S3), величинами г.*? и ^ - п о сравнению с единицей, получим

+ feQ*
 (44)

Пусть обе величины \Q\ и j^J лежат вблизи СЕОИХ минималь-
ных или максимальных значений, указанных в (34). Тогда
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Если же одна из величин (QI и I $1 находится около своего
- 'Л.

максимального, а другая - около минимального значения, то

4*
(46)

Таким образом, в случае низколежащих надбарьерных состоя-

ний величина О , в зависимости от значений Q и S , может из-
6 fc*

меняться от значений, близких к I, до значений **- -g? *>• I.
;При этом типичной, по-видимому, является ситуация с *1 ?> I,ко-

торая особенно отчетливо прослеживается на границах энергети-

ческих зон. В самом деле, учитывая, что одна из величин ffl 2

CS) Б невырожденном случае обращается при этом в нуль,

для h нетрудно получить

4
( »

 если
 S-f »

и
 д р и ^ i

t
 если XS « 0.

Таким образом, если значения функций Сл4 -̂ " или Й»с -^г

хотя бы немного отличаются от I, а именно такая ситуация и ре-

ализуется для подавляющего большинства низколежащих надбарьер-

ных состояний, то значения л на границах энергетических зон ока-

зываются э>1, свидетельствуя о большом эффекте "зависания" час-

тиц в области над потенциальным барьером.

Важно отметить, что в случае каналирования отрицательно

заряженных частиц, которому отвечают узкие ямы и широкие потен-

циальные барьеры, условие /7»1 означает, что относительная ве-

роятность нахождения частиц в области потенциальной ямы, где



расположены ядра кристалла, оказывается малой, приводя таким 00-

разом к эффективному уменьшению взаимодействия частиц с атома-,

ми кристалла,

5.4. "Далекая" надбарьешая область.

Нетрудно показать (тем же способом, каким ниже вычислена

величина <Г(51)),что в надбарьерной области больших К , кото-

рым отвечает условие

№/&«!, (48)
ширины разрешенных энергетических полос, в соответствии с резу-

льтатами метода почти свободных электронов, с ростом 1с стремя-

тся к Т снизу, а щели между зонами спадают к нулю. Выясним, по

какому закону происходит это убывание.

Ширина запрещенной энергетической полосы в области больших

К определяется, очевидно, расстоянием между двумя ближайшими

нудями функций *{(*)ъ оС\к) (границы энергетических зон при

0 = 0 ) или т Щ ж Ж к ) (при \а\= I). Рассмотрим первый случай.

Из определений (3) следует, что с точностью до членов порядка

ago*?* & * *
 (49)

Таким образом, в нулевом по •££ приближении нули функций
совпадают, и их положения k определяются ура-

(
50)

Вычисляя затем поправки 1-го порядка по-к для положения

нулей У(к)и Щ к ) соответственно и беря сумму модулей этих по-

правок, для ширины запрещенной полосы будем иметь



или с той же точностью ,

Syi-gK««.l + O($). (si)
Положения границ энергетических зон при 1̂ 1= I находятся

аналогично и приводят к такому же результату. Сравнивая (51) с

(22), мы видим, что ширины запрещенных полос уменьшаются с рос-

том К по такому же закону, что и размеры областей краевой коге-

рентности.

Обращаясь к волновым функциям в далекой надбарьерной облас-

ти, легко показать, что внутри зоны Бриллюэна вне узких облас-

тей краевой когерентности каждая из величин
 ч
 г,Q, Н* и S

(8) равна I с точностью до членов порядка fc/*i,H, как следствие,

блоховские функции с большой точностью описываются плоскими вол-

Таким образом, сильные когерентные эффекты, обусловленные

регулярностью среды, проявляются только в малых областях вблизи

границ энергетических зон, приводя к существенному отличию тк*(х>

в этих областях от плоских волн (см. выше разделы 3.3 и 4).

6. ЕЛОХОВСКИЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ В ИМПУЛЬСНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ.

Фурье-компоненты волновых функций находятся следующим об-

разом с tfffflfJJl^X

Сл*<|{-К/
=
 J^" !гив(*'°*. (53)

У -л. .' Т
Выпишем окончательные выражения для двух видов невырожденны

ных волновых функций (9) и (10), соответственно,
и;

2.'*-
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где ̂ Ш§+2^,С^1ГЩ*Ж), К нумерует вектора
обратной решетки в единицах JT/dl , J C - 0,±1,±2...

Нетрудно увиде- ь, что эти величины как под барьером, так

и над барьером обладают следующими свойствами симметрии

ОЦ^-К^СЦСК). (56)
Знак плюс в правой части относится к виду (54), минус - к

(55). Отсюда, кстати, можно получить, что в центре зоны Бриллю-

эна заселенности (квадраты Фурье-компонент) состояний с проти-

воположно направленными К равны, а на краях зоны Бриллюэна

имеет место соотношение

U
верхние знаки отвечают (2-Х» нижние - О - - I.

В далекой надбарьерной области коэффициенты G L M Q C ) вы-

рождаются в символы Кронекера вида c ^ o ^ i и д ^ -л-о ̂  , что

представляет собой отмеченное во Введении "зеркальное" отраже-

ние частиц от плоскостей кристалла.

В вырожденном случае в рравую часть (53) надо подставить

волновую функцию одног) из видов (25) или (26), для каждого

конкретного случая, с ответственно.

7. РЕЗУЛЮАТЫ Ч ЮЧЕННЫХ РАСЧЕТОВ.

Для того чтобы исследовать все указанные характерные

ты, были проведены численные расчеты при различных значениях

всех параметров задачи.
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Ограничимся для иллюстрации величинами ширин узкой ямы

& = 0.15 и широкой ямы 0L= 0.85 (в единицах периода решетки

d ), тремя значениями высот барьера *1 = 12.039, К^= 98.187,

к- = 309.783, что в энергетических единицах для легких частиц*

электронов и позитронов, соответствует I Мэву, 100 Мэвам и I Гэ-

ву.

На рис. I показана сравнительная зонная структура для уз-

кой ямы и широкой ямы. Как видно из рисунка, в первом случае

под,барьером находится 5 зон, во втором - 27.

Для глубоких уровней расстояние между соседними уровнями

порядка Т/а* как и было получено формулой (32). Можно пока-

зать, что для ближайших надбарьерных зон расстояние между ними

~7ГУ^*к*о (ср. о формулой (42)). Поэтому, как и видно из ри-

сунка, для узкой ямы низколежащие надбарьерные зоны расположе-

ны гуще, чем в широкой яме. Для подбарьерных состояний ситуация

обратная в силу (32) и (42).

Гистограммы зависпиости энергетических щелей о от номера

зоны даны в логарифмическом масштабе для трех различных значе-

ний параметра на рис. 2, который показывает, что на общем фоне

сужения щелей при удалении от вершины сервера существует осцил-

ляционное поведение ширин запрещенных зон, связанное с измене-

нием надбарьерного отражения. С увеличением высоты энергетичес-

кого барьера в непосредственной близости к барьеру виден проващ

огибающей кривой, выраженный четче для узкой ямы, что отвечает

более плотному расположению первых надбарьерных зон, указанному
1
'

выше.

Аналогичная осцилляционная структура проявляется и в зави-

симости ширин разрешенных энергетических полос с ростом номера'



зоны, более заметная для меньших значений параметра к,,, а так-

же малой ширины ямы. Ширина достаточно далеких энергетических

полос приближается к одинаковому значению "ОГ( см. раздел 5.4).

Указанные черты отражены в рис» За и 36, на которых изо-

бражены в логарифмическом масштабе ширины зон А , как функции

номера зоны» Трем кривым отвечают те же три различных значения

Ко , что и на рис. 2.

В верхней половине рис. 4 показаны три графика заселеннос-

тей зон для а = 0.15; первый для 0 = 0, второй - Q = 0.5 и тре<-

тий - 0 = I. На каждом из графиков представлены заселенности

для различных углов падения. Соответствие этих углов векторам

обратной решетки следующее: I - К=0, 2 - К=8, 3 - К=15, 4 -

К=25. Значение К=15 соответствует углу, равному примерно углу

каналирования. Параметр ко равен К?»

В нижней половине рис.4 - аналогичные картины для 01=0.85»

Из рисунка видно, что при угле 0 заселяются подбарьерные

и ближайшие надбарьерные зоны. С увеличением угла падения больш-

ие заселяются надбарьерные состояния, причем перевес в их чис-

ле явнее при малых d.

На краях же зоны Бриллюэна я в ее центре в результате си-

льного надбарьерного отражения изменяется характер эаселеннос-

тей соседних зон*

Рис. 5 представляет заселенности отдельных зон, как функ-

цию вектора обратной решетки К, взятые при CL- 0.5. Верхняя

половина рисунка относится к А « 0.15, нижняя - к (Х= 0.85.

Угловое распределение компонент Фурье волновых функций

подбарьерных состояний в узкой яме вдали от центра и границ зо-

ны Бриллюэна расширяется с ростом номера зоны, для первого же



надбарьерного состояния имеется узкое распределение, уширяющее-

ся при дальнейшем росте К с приобретением'двуусного" характера.

"В случае широкой ямы первые надбарьернне состояния опять

преимущественно заселяются под малыми углами.

Плотность распределения блоховских волн в зависимости от

координаты построена на рис. 6 и 7.

Волновые функции подбарьерных зон в узкой яме быстро затуг

хают вглубь барьера, имея большую амплитуду внутри ямы, слабо

завися от значения квазиимпульса вдоль каждой зоны, для надбарь-

ерных же состояний волновые функции имеют осцилляционнуго струк-

туру с малой амплитудой над ямой и большей над барьером, часто-

та которых приблизительно соответствует частоте колебаний в изо-

лированном звене потенциала. ."

Малая величина плотности частиц над ямой отвечает аномаль-

ному прохождению электронов.

Поведение волновых функций подбарьеркых зон в широкой яме

аналогично характеру тех же состояний в узкой яме с затуханием

вглубь барьера, но с меньшей амплитудой колебаний (~2). На рис.

7 представлена картина для двух последних подбарьерных зон и

трех первых надбарьерных состояний. Волновые функции Л.-ой зоны

в яме имеют число узлов, равное Л - 4 (как в отдельном звене

потенциала). В области барьера же подбарьерные волновые функции

затухают, а надбарьерные проявляют зависание над барьером (рост

амплитуды). Заметна тенденция стремления волновых функций дале- j

ких надбарьерных зон к плоским волнам внутри зон и к стоячим -

на краях и в центре зоны Бриллюэна, например, для 10-ой зоны на

рис.6 и для 29-ой - на рис.7. • ,„

Все указанные специфические черты характеризуют особенности
• ?



поведения заряженных частиц в кристаллах, влияя на выход ядер-

ных реакций, рассеяния проходящих частиц, угловые распределения

и эволюцию.их с толщиной.

Эти аспекты будут рассмотрены отдельно.

Авторы благодарят чл.-корр. АН СССР in м.Кагана, постоянный

интерес которого к кругу вопросов, связанных с квантовой теори-

ей каналирования, в значительной степени стимулировал появление

настоящей работы.
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I

ПОДПИСИ К РИСУНКАМ

Рис. I. Сравнительная зонная структура для узкой ямы шириной

0.15 и широкой - 0.85; параметр к
0
 равен К;г(пунктир);

шкала энергии вблизи барьера более растянутая, а под

барьером сжатая по сравнению с далекой надбарьерной

областью.

Рис. 2. Гистограмма зависимости энергетических щелей <5~ от

номера зоны К в логарифмическом масштабе для трех

различных значений К>, сплошная линия соответствует

к
т
 , пунктирная- KV, прерывистая- К,;;.

Рис. а для (Х= 0.15, рис. б - СХ= 0.85.

Рис. 3. Ширины зон А как функция номера зоны И.. Трем кри-

вым отвечают те же три значения к
0
 , что и на рис.2

(нижней кривой - 1сj ,средней - Кд-, верхней - к$).

Рис. а для (Х- 0.15, рис. б - а = 0.85.

Рис. 4. Заселенности зон. Три графика в верхней половине -

для (Х= 0.15, первый при Й = 0, второй - G = 0.5,

третий - Q = I. На каждом из графиков построены за-

селенности для различных углов падения, обозначенные

следующим образом: I - угол 0, 2 - W 2 , 3 - $о ,
4
 - \ Uo ; параметр \с

о
 равен Кг .

Нижняя половина - аналогичная картина, но для &=0.85.

Число подбарьерных зон отмечено стрелками на осях абс-

цисс и равно 5 и 27, соответственно.



Рис, 5. Угловые распределения компонент 2урье волновых функций

как функция вектора обратной решетки К, взятые при

CL= 0.5. Верхняя половина рисунка относится к &=0.15,

нижняя - к & = 0.85.

Рис. в. Плотность распределения блоховских волн в зависимости

от координаты. За начало отсчета по оси абсцисс взят

центр яш'('& « 0.15) .Рисунок приведен для полупериода

кристаллической решетки из-за симметрии относительно

X = 0. Слева дана картина для первых пяти зон (под-

барьерных) , не зависящая от квазиимпульса й,; три гра-

фика справа - для следующих пяти зон (надберьерных) на

границах зон Бриллюэна и в серединах, соответственно.

Цифры у кривых обозначают номер зоны.

Рис, 7. Плотность распределения блоховских волн по координате.

Обозначения аналогичны рис. б, только нулю по оси аб-

сцисс отвечает центр барьера (&= 0.85).

••!•'>
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