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I.Уравнение запаздывания

Электрические и магнитные поля, создаваемые частицей, опре-

деляются по формулам Лиенара-Вихерта. Одновременную картину по-

лей в заданный момент времени t
0
 можно получить, зная решение

уравнения запаздывания.

Свяжем с частицей радиус-вектор Й (^) , с тот, а наблюде-

ния-радиус-вектор Ъ • Тогда уравнение, определяющее .-.г̂

зающий могент времени t , имеет ъщ

Уравнение (I) для любых траектория *С
О
 (t) облезет ровно

двумя действительными корнями. Решение t <t
Q
 соответствует за-

паздыванию *> -*.

Траекторию движения частицы удобно r^c?v- т-ривать относитель-

но соприкасающейся к траектории в моквит Ь
9
 *кружкости, -

:
'1диу-

са R Действительно, если сдвигатюгг от точки То (£oj по
траектории и по соприкасающейся окружности кг. длину ds . тс

этклонение мелоду соответствующими точками траектории и ••хуто?-

ти будет иметь третий порядок малости i
r
o сравне1-ию '•. n's *-'•'.



Введем цилиндрическую систему координат (_P+R 0, Е ) с

осью 2 проходящей через центр соприкасающейся окружности,

отсчитывая угол 0 от точки 1
О
 (£

о
) в направлении скорости

частицы, Орты этой системы обозначим как е, (S) , %(0) , 6^

где ^̂  ($) „ направление вдоль радиуса, €?
е
(0) " вдоль скорос-

ти частицы в момент времени -{.
о
 . Полагая, что начала радиус-

-векторов Z и te[t} совпадают с точкой эволюты траектории,

соответствующей точке Т
о
 ("/;„/ , запишем их в виде

R? е,
ъ •

 ( 2 )

-*- (3)

to

где Si-fic/p. , JbC - скорость частицы
s
 функции а

и K.(t) характеризуют радиальное и вертикальное отклонения от

соприкасающейся о>^зткности,й^(^) связана cCt("£J и h(t) соотно-

шением :

(4)

Штрих означает дифференцирование по времени, функции ct̂ tj »

Cj/i) таковы, что в точке to
 о н и с а м и и

 первые две их про-

изводные по времени обращаются в нуль.

Уравнение запаздывания (I) при этом переписывается в виде



Специфика ускорительных задач состоит в том, что интерес

представляют поля на расстояниях от частицы порядка попереч-

ных размеров пучка, т.е. на расстояниях много меньших радиуса

кривизны

При этом

Такие условия, очевидно, соответствуют мглым, по сравнению с

периодом обращения частицы, значениям величины t - t
o
 .когда

все функции неизвестного времени t можно раскладывать по

•fc-t
0
 • Удобно перейти к неизвестной % по формуле

Тогда разложения функций CL(tj, ̂ (^J
;
 \с*)(Ь)(1Ь имеют вид

(8)

(9)

"'

где индекс нуль означает, что производные по времени берутся

в момент времени *t
o
 .

Разлагая далее соб[£Х-((л)(Ь) cti) в уравнении (5) по Л и



"X , а также С /(SI £ / no

нение относительно видя

"' "'

, получим, в результате ураь-

-г <* о л

с П '" (II)

Это уравнение можно решать методом последовательных прибли-

жений .

Учитывая условие (6) , можно заметить, что в уравнении

(II) существенны первые пять членов. Анализ дискриминанта уравне-

якя четвертого порядка, соответствующего этим членам, показы-

вает, что в нулевом приближении можно пренебречь также членом

(3/4) ф . Следовательно, для определения нулевого приближения

Х
о
 получим уравнение вида

Заметим, что это „-равнение не зависит от функций a.(h) ,

Можно показать, что дискриминант Q уравнения (12),рав-

ный

строго положителен для любых б", ф, 2 .не равных нулю одно-»



временно.

Используя положительность Q , можно убедиться в том,

что уравнение (12) имеет ровно два действительных корня разных

знаков, не обращающихся в нуль одновременно, за исключением

точки с координатами (R , 0 , О )
 f
 и сохраняющих знаки во

всем пространстве S , <£>, £ LJJ . Положительно также выражение

1\Х
Ъ
ь6 Х

о
($"

г
-<5")-Зф'

 3
Д

е с ь П
°Д Х о подразумевается поло-

жительный корень уравнения HZ) соответствующий запаздыванию

и равный:

(14)

Где

Г ф > О
ф < О

с . Г 1 ,

(здесь подразумеваются арифметические значения корней).

Записав неизвестную X
 в в и

Д
е
 ряда иоследовательных при

ближений

для второго члена получим следующее выражение:



х
г
=

(16)

Заметим, что в области положительных ф существен член Х
о

а для отрицательных ф в числителе правой части формулы (16)

определяющей Х
г
 существен член - 3/4 ф

г
 .

Ряд последовательных приближений (15). сходится, когда кро-

ме условий (б) выполняются следующие локальные условия на

пии

^ а *: 5, /̂, . .. (17)

Последние соотношения можно переписать в виде

OL

dS^

-rv«R , (18)

t-t.

здесь dS- JbCdi .

П. Поле частицы
}
 движущейся по окружности.

Как было показано в предыдущем параграфе решение уравнения

запаздывания в области параметров о^ ф^ 2 удовлетворяющих

условиям (6) можно считать не зависящим от функций a(±J wh.(i) \

т.е. оно совпадает с решением уравнения запаздывания для круго- i

вой траектории. Очевидно, что в таком приближении, поле частицы §



движущейся по траектории описываемой формулой (3) совпадает с

Г- полем частицы движущейся по окружности, если для функций <x(-£j

и Ц-t) выполнены условия (13). Поэтому в дальнейшем мы ограни-

чимся анализом поля и силы Лоренца для частицы движущейся по

окружности радиуса R .

Формулы для электрических и магнитных полей выписаны в

работе L J . Там они разложены по векторам (ejf-aj, Z^(-u)
t
 e^j

связанным с частицей в запаздывающий момент времени i» л = J2(t
o
-t)

Здесь поля удобнее разложить по векторам (ej (ф) , &
г
(ф)у €

ъ
\

связанным с точкой наблюдения. Воспользовавшись соотношениями

5-2 х - е"
г
 (Ф) 4t

а также, вводя направляющие косинусы v;, У
г
 вектора

 г
с - ?_,

3
(i}

отношению к ортам е^-д) , е £ (-Л1 по формулам

2 ТС-

получим для электрического поля Е выражение вида



и для магнитного поля f-| выражение вида

* • •

десь \/
3
 = ^ ) - ^ - ^

г

г
 - направляющий косинус вектора

1 - X
 о
 (t) по отношению к орту е •$

Представляет интерес нахождение нейтральной линии W

магнитного поля Н .Такая линия лежит в плоскости траекто-

рии и определяется соотношением:

последней позволяет выразить V/ через Л

(23)

в параметри-

еском виде

(24)

где

1
 у

верхний и нижний знаки определяют соответственно ветви №+ и W1

кривой \Х/ . Обе ветви начинаются от частицы, касаясь траекто-

рии. В интервале значений 1>ъ> Д^ь. ̂~* °^
е
 ветви идут почти

параллельно радиусу, проходящему через точку нахождения частицы,

при Л -v »о асимптотически стремясь к спиралям,определяемым



условиями \4 = fi , V ^ + jf* . Расстояние между ветвями ty
t
 при

Д >>>• ft"
1
 порядка

Как видно из формул (21), (22) , магнитное и электричес-

кое поля содержат множитель ('/-jbVe)" , достигающий своего

максимума в области, где 7
г
~ 4-о1

г
у"

г
 ,d*-

4
 Обозначим эту

область через 2)$ . Для удобства её можно считать ограничен-

ной поверхностями Vg,= J5 » v ^ O и V
a
~ j ^ , v ^ < o . Сечения

этих поверхностей плоскостями 2 = cores t задаются через л

в параметрическом виде

Толщина области <с)з » определенная как максимум расстояний

между ветвями сечений Z)^ плоскостями в.-const > порядка

R/jf
3
 и определяется плоскостью окружности.

В области Х)
ь
 поля Е и Н экстремальны и пропорцио-

нальны ^ .

Явные выражения полей через координаты точки наблюдения в

интересующем нас случае получаются при разложении f -л И

по X и £~ , с использованием первых членов разложения

ешения уравнения запаздывания.

z получим выражение вида

I
II



Для Н получим выражение вида

(27)

Заметим, что в области положительных ф , а также отрицатель-

ных ф , таких что ф « о •>• Z , можно ограничиться пэр-

вым членом разложения (15) , т.е.положить X ~ X
 о
 •

Видно, также, что в области значений параметров много'
- г

больших ^ и много меньших единицы поле не зависит от ft

Обозначим эту область через £)•% , а область значений пара-

метров ф , 6 , Ц порядка $ через Z)
z
 . Действительно, вне

области Х)
г
 Для определения Х

о
 можно решать уравнение

(28)

коэффициенты которого не зависят от

Учтем, что

(29)

Тогда, как видно из формулы (16), второй член разложения (15) л

%
г
 также не зависит от X , поскольку знаменатель правой j

.12



части формулы (16) рассматривается вне области Z>

Поле имеет достаточно простой вид для значений

л-2 » X • Решение уравнения запаздывания при этом имеет

вид
'/з

> о ,
(30)

* & * . * • - •

Подставляя это соотношение в формулы (26),(27) получим выраже-

ние для электрического поля:

Для магнитного поля получим выражение вида

(32)

З.И

Как. видно из этих формул, при ф > О , электрическое и маг-

нитное поля имеют, соответственно, радиальное и вертикальное

направления, а при ф < О касательны к семейству сфер радиусев

JJ , задаваемых уравнением:

13



(33)

Аналогичный результат можно получить из следующих сообра-

жений. Рассмотрим точные формулы полей (21), (22), соответст-

вующие нахождению частицы на азимуте - Л . Тогда, при вы-

полнении условия 1-\?
е
»у~ » Д » # " , что соответст-

вует положению точки наблюдения вне областей 2)^ и

электрическое и магнитное поля пропорциональны

(34)

Видно, что здесь поля Е и Н перпендикулярны вектору ;

^ (V, е, (- д)+V^ е
 г
 (- д)+Я

ъ
 е

3
). Для фиксированных д и различ-

ных \̂  , 0
г
 , V

3
 этот вектор описывает сферу радиусом

R д / jb . В области значений 6 , ф ,2 малых по сравне-

нию с единицей они совпадают со сферами определяемыми урав-

нением (33). Силовые линии электрического поля в этой области

при 2 - 0 изображены на рисунке.

Ш. Сила Лоренца I

Для решения задач физики ускорителей и накопителей интерес

представляют не сами поля, а силы Лоренца действующие между

частицами. .

Найдем силу Лоренца действующую на частицу, находящуюся в О

14 1



точке с координатами [(5+1)R,<|>к, ъ%) в момент времени fc
o
 >

со стороны частицы, равномерно движущейся по окружности.нахо-

дящейся в момент времени t
o
 в тоике с координатами С R , О ,

О ). Энергии обеих частиц примем равными по величине, а ско-

рость Jb С пробной частицы такой, что её радиальная и вер-

тикальная компоненты £fit/is . Скорость Jb С представим в

виде

(35)

где п&раметрьг Жл , ЗС
г
 , "Xfin связаны соотношением

Воспользовавшись формулами полей (21), 122) к разложив

компоненты силы Лоренца по %
 и

 &~ / имеем

(36)

г



Также как поля Е и Н сила Лоренца принимает большие зна-J

чения в области &•>> . Заметим, что при малых S , ф , g

значения радиальной и вертикальной компонент силы Лоренца от-

личаются от соответствующих компонент полей на множитель многс

меньший единицы , причем для вертикальной компоненты силы

Лоренца этот множитель пропорционален ^" . В области

параметров ф ~ S "- 2 »^~ сила Лоренца может быть предстар

лена в виде

е,(Ф) ге»(Ф)

(37)

В существующих и проектируемых ускорителях и накопителях

(см.,напримерI -' ) радиальные и вертикальные размеры пучков

таковы, что S'v -—- »'Н'
4
' • Среднее расстояние между

частицами пучка 1?l/Zf*SiW?_ JLiri^f^ ^^ ,
где А/ - полное число частиц в пучке порядка "̂

 3

Отсюда следует, что для произвольной частицы пучка её ближай-

шие соседи находятся в основном Б области Q , а она сама ,

в основном, вне областей Х)
г
 и 2)

ъ
 , связанных с соседни-

ми частицами.

Заметим, что сила Лоренца
}
действующая на пробную частицу ,

находящуюся в области JD<, , и которая здесь описывается форму-

лой (37), не содержит множителя порядка v по сравнению с

силой Лоренца, действующей со стороны равномерно и прямолиней- ;

но движущегося заряда. Отсюда следует, что сдвиг частоты бета- {;

i



тройных колебаний обязанный собственному полю пучка должен су-

щественно отличаться от сдвига частоты полученного в приближе-

нии равномерного и прямолинейного движения частиц пучка, кото-

рым обычно пользуйся (см.,например,
 L
 •» К

Из-за разброса скоростей и энергий частиц в реальных пуч-

ках, частицы также пересекают области т,:. ,2)
э
 . Такие пе-

ресечения , в зависимости от амплитуд бетатронкых колебаний,

происходят за времена порядка и меньше R/(cyJ и сопровожда- \

ются изменениями импульсов частиц. Эти изменения импульсов

частиц, которые можно считать £ - образными и случайными,

учитывая, что R/(cy) много меньше периода бетатронных колеба-

ний, аналогично квантовым флуктуациям излучения частиц
 L J

 ,

могут приводить к раскачке бетатронных колебаний.
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численные стимулирующие дискуссии и обсуждения проблемы,способ

ствующие выполнению работы, а также А.А.Оганджаняну и Г.М.Ба-
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Силовые линии электрического поля в области 7)

плоскости траектории частицы.
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