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ИНТЕГРАЛЫ ПО пани И ОПЕРАТОРНОЕ ОПИСАНИЕ 

нлчшного И КОНЕЧНОГО состояний В КВАНТО­

ВОЙ ШАШКЕ ТОИБСТВВННЫХ ЧАСТИЦ

Раскрытв символическая запись для амплитуды процессе в полевой 

теории ив примере квантов л механики. Выражение гая действия 

подставлено в виде, обеспечивающем сходимость ил те грая о в по воз­

можным состояниям и независ.^ость амплитуды от способа разбиения 

интервале времена. Устанавливаемся цеточка уравнений, связываниях 

функции Грина & о ооответствупцики связанными функциями К в 

экспоненциальное представление амплитуды через последние. Для 

описания начального и конечного состоянии используется оператор­

ный подход. Представляется естественным считать оператору отно­

сящиеся > начальному к конечному моментам времени, коммутирующий 

или антивоммутиругаими без правше частей.

Ереванский физический институт 

Ереван J974
%

S c ie n t if ic  i.eport ВФИ-52(74)

OOLEUAS 1 .1 .

FIELD INTEGRALS AHD OPERATOR DE3CRIPTI0S OP 

Ш1Т1А1 AHD PISAL STATES IS  QtTABTUK KBCHASICS ,

OP IDBHTICAL PARTICLES

Symbolic expression fo r  f ie ld  theory amplitude ie  explained 

o r the example o f quant pj mechanics. Formula fo r  ac tion  obtained 

uarantees convergence o f  in te g ra ls  on v ir tu a l s ta tes  and independ­

ence o f d iv is io n  o f time in te rv a l. Squidlons %or connection o f 

Згееп func tions G end connected func tions  К and exponentian expres­

sion fo r  asp litude  i s  estab lished . Operate*:* approach i s  used fo r  

descrip tion  i n i t i a l  and f i n a l  e ta tea . I t  i s  n a tu ra l to  consider * 

operators o f i n i t i a l  and f in a l  s ta te s  aa coonutcv^ (o r anticonnnutl- 

w ithout e-mmbers

Yerevan Fhyeice In s t it u te  

Yerevan 1974



I. Выражение для амплитуды.

Квантовой механике может быть придана очень наглядная форма, 

если, следуя Фейнману ,всевозможным классическим траекториям

приписать амплитуду € { S - действие). Особенно просто
выражается мера интеграла по путям при описании виртуального 

процесса движения частицы посредством совместного задания коор­

динаты qftr) и импульса p(i) PJ . Ниже рассмотрен другой под­
ход,близкий к теории поля, при котором автоматически учитывает­

ся тождественность частиц и действие имеет вид

5  =  J fd X J *  &  _



Виртуалъннй процесс опноывавтся теперь полей , заданным

в часта пространства-времеии между моментом приготовления ({') ж 
намерения ( .̂.Каждому процессу сопоставляется амплиту­

да (~eiS/i-), так что полная амплитуда вероятности представляется 
суммой (интегралом) по всем возможным f  (ч, t ), удовлетворяющим 
определенвим условиям в началънг- г конечный моменты вреиенн.

Уточним способ задания состояния при и для чего

запишем действие в более симметричном виде

5 =  /<# /<̂ * { i f f  ~~ S h , VtVpl -ifiW ) ?&*)•*
t' л.

= JoC-t fd l - X  y$pfj -
i '  JL

Варьирование по ^  и *{? дает

3 f i * / A { S / P r + &  * t l *

*■' -G-

(принимаем условия периодичности в зубе объемом J2). Следует счи­
тать, что

S f (■€')-о , j f%-e1 =

. 2 Ф а * ) - о  , - f(% t" )= х м

т.е. в начале процесса зафиксирована <f (*,?'), а в конце *“) 
(ясна аналогия с

Перейдем к определению меры виртуального процесса. Функцию 

зададим счетным множеством параметров, положив

- 4 -
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p  f%-t) — ̂

причем n, - тройка целых чисел /zt = 0, *1, - 2 ,. ..

Интервал врзменн (^О  разобьем на At промежутков ^ = ̂»<г £,<■_ 

г- / * Функции йА t  ) задаем на границах интервалов:
&ДС/ ^  г

Амплитуда процесса долина внражаться как интеграл по всем 

Выражение доя действия через а ?  №

•(" ^

S  = Z  f  f  tU [cd fi fr)*s Sf) -- £  tZ f WOp м ]- О f t ' j j

и интеграл no t  необходимо представить в виде родановой суммы, в 
которую входят лишь аД . Переход к сумме неоднозначен, одна­

ко во всяком случае надо добиться того, чтобы интегралы по '̂ока­

зались сходящимися. Этому требованию можно удовлетворить, приняв 

для £  выражение:

S = Z { Z  С

В это выражение входит Лр (но не a f ) и (но не <$. ), в согласия 

с тем, что в начальный момент задается p A 'L  д> ив конечный 

\ p{t%  Z *  . С принятой точностью ( z?* - малая величина)

окончательное выражение дзя действия в виде суммы запишем так:

S  =  Z / ; z  У .
х л*/ *•* г r J

Теперь убедимся, что выражение для амплитуда

Р П , Г) , Ц Ц ^ ^ 5 )
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ае зависит от саособа разбиения интервала времени.

Произведем интегрирование по параметрам, относящиеся к опреде­

ленно̂- моменту времени . В выражении для <s's  зависит от 

<г£ лишь множитель

к ~ с х р  j  в &M_t т* в dn+ i& b j

Положим <я u+Ctf , а ' • и - с и  д произведем интегрирование по 

<L1ieC =dud*  ; удобно воспользоваться формулами

Л  т г  О ; г ; г'-' Л 7 е - Л ^ г,'4г‘ = О .р ,* ,
-V

В результате получим

/ / Л * Л .  = « V
* —̂

сражение для амплитуда ^  после интегрирования имеет такой же 

вид как нревде, за исключением тоге, что исчезла память о моменте

-

Таким образом, определение амплитуда следует принять в виде

r r e U ) .  Ц П  , s ~ ?
р, я«/ А " "  Л*»' Л *V J

причем = f T*~£ e ^ — считаются

зедшаааш ( л°«<г , /**<?") „ Положим S “"=0 и произведем все интег­

рирования:



При этом

к  • а  у ) = г _ » ! —  р - &

J L-lxi

- свободный пропагатор.
г»

Перейдем к вопросу о записи о  и рассмотрим сначала взаимо­

действие с внешним полем U ( % + ) . Для этого достаточно вычислить 

поправку к амплитуде в первом приближении теории возмущения. По­

ложим

S " Jr=  2  f  'Pf*, О  Ь ( ) р /г , t ^ s t t  = - 2 <£* ^  f t )а *у*

причем т , - фиксированное число, Ok М  =  Ж 1 f  ****■.

Если /п - отрицательно, поправка к F  в первом порядке имеет вид

F п)(х,ср) = -  £ г аа ,г )  / > д ; /rv<  *;•ь,«у л*,<лгл,- * у,

= Г  У/, ?) ■ /£{*) К  r,)fx, t";у,±') у*/у) ‘tx'Cy,

причем поправка к ^  (v,/ ) линейная по внешнему полю.Если

положить Л- = О, I, 2,..., получается одинаковый результат, отли­

чающийся от предыдущего за счет слагаемого, содержащего нулевую 

фурье-компоненту Уй { -t ) :

-i-fy/t't'J
t <зыг f  a  j ,  e  

*  i ’

Последний член дает отличие (бесконечное, если f t i  ft)ж t o  ) от 

первом предположенного вида 2  **, поэтому выбираем первую форму 

введения внешнего поля (Л =-1).

Двухчастичное взаимодействие запишем в виде

S ~ j[ 2 l f р fa'**) УЛ-гО

- ?



Здесь г ,г ') - потенциальная энергия парного взаимодействия. 

Выражение для действия в виде суммы содержит относящиеся к началь • 

ному моменту времени й,(т,е, <р ) но в них не входит подобно 

этому яри в /S входит только %(*) и нет 1 (г ) - в соответствии 

с тем, что континуальный интеграл берется в пределах ^М  и Х ( г ) .

2.Функции Грина.

Определим одаочастичную функцию Грина

I
\ ? ^ о .

Для свободного движения

G r (< ,^ )— К "  i* . у ) 

т.е. функция Грина дает амплитуду процесса, при котором частица 

выходит из точки у  в момент t ' и приходит в точку 7 в момент

if"

Двухчастичная функция Грина

S 'F

r t fs x tГ?, ^  V-*-*

для свободного двгскенвя

G- (х, *г.,у,уг.) -  К  ° -f- К 0Сх, yj К'Сьу,},

симметрична относительно перестановки у, и , что является вы»- 

ражением тождественности частиц. Аналогично определяется ■£ - час­

тичная функция Грина:

- - S 2eF  I



которая определяет амплитуду процесса с участием £  частиц.

Суммируя функциональный ряд Тейлора, найдем выражение для/̂/̂' 

через функции Грина:

Ftf<e) = f-t-Z *- /  Г х т ~  KG)
e-i (£!)

Выведем теперь важное соотношение, которому удовлетворяет F tfd . 

Проведем интегрщювание по параметрам, относящимся ко всем проме-| 

«уточным моментам времени за исключением момента ^  . В импульс-, 

ном представлении имеем

/J.‘ = / .jF f t f c ]  F lC c * *2  П  е - & > ).

Здесь переменные интегрирования обозначены ср . Смнсл соотно- 

шения прост: амплитуда перехода ( # ? ,& ')- * (4 , ,* " ) равняется произ­

ведению амплитуд перехода (4r , t ' )-* ( с*,+  ) и перехода )-*

(^ / * ' ), проинтегрированному но всем промежуточным состояниям 

с весом .

Это соотношение имеет ряд следствий. Продифференцируем его по 

/̂> и Оу и затем положим / =  а =0:

Поскольку

Ъ F  Е ё  I <г f  ^  .
-- —— —  =  Z  &*(/>,<?) а  9

находим

Подобно этому находим



Возникающие при доказательстве внтехралн

I  с*, С * ' . . . £ П е '  * *  ° ф  = s * ’ ■ s*  fttr**—)Т* * * п "CAtST.

вычисляются да$ференциров82аем по интеграла

f f  -̂в(г ̂  + € ,ft) ^ г Сл _ -Г** А»
/г —

Предположим теперь, что t = t + z  , где £ - бесконечно малая.

Тогда для £ /  = можно взять выражение, учитывающее взаимодей­

ствие в первом порядке теории возмущений. Из условия обращения в 

нуль членов ~Z для одночастичной функции Грина находим

'Ъ'Ь р * '

парное взаимодействие не дает вклада). Аналогично этому для двух­

частичной функции получаем

Ъ- Щ ~ ^  = - )6г

Это обычное уравнение Шредингера дня одной и двух частиц, импульс­

ном представлении, причем начальные условия такова:

е  fa * ) ~ , &  v  К(р<Ь 9, f~) = £  .

Введем теперь последовательность фуницД К  , через которые Р~£ъ<е] 

выражается в экспоненциальной форме

F =  е л /6  Щ -'Х { (* ,. .* ; у,..уе) <#%)... tfa Jx e b l

Связь К с функциями 1£ина имеет вид

& Г Г ,/ )= к Г / ,0
-  10 -



G - { И ,  /2) «  К  Сf . i )  К ^ г )  -t- К (Г ,г) KCC,*) ч- K O ;Z ;  и )

< r (  f l f ;  HV>= *  г, * < r* • * f3 +... (&  *У1£/Нг6 )

"У* К (/ 2-, >2.) k jj + .. . ^ ~z*Ke.tHrf)

ф  К с т а , /гг ) .

I , I •

Эта цепочка соотношений может быть разрешена относительно ХГ ; 

например

К  fT ,Z Js  '* * ) =  2 £ £ гТ»л г)&гГ,1) +*” 3 "

-  С г Г Г ,2 ; / г )  £ a ~ s ) ~ . . .  +

-/- & С Г ,И ;/21 ).

Нешпнсанные члены получаются симметризацией по аргументам,

Как G  ( t~ t ,  ) , так и К {Т ..е, /•••< ) являтся симиетричными 

функциями первых г последних в I  аргументов. Выведен интеграль­

ные уравнения для К , для чего умножим уравнение Шредингера для 

одночастичной функции Грина во внешнем поде <£,(*,? ) на не возму­

щенную • s f i te*№U*- и просуммируем но к  и проинтегрируем

по ^  в пределах от '̂до

К'Г2.<У~ * * & ')  - * ' / У х ‘й .з )Х 4' Ъ * ) т Л л<еЪ.
*

Это обычное уравнение Шредингера в интегральной форме, наглядный 

смысл которого обсуэдался Фейнманом Ю  .

Соответствулцее уравнение для двухчастичной функции К  имеет 

вид .

К ОА -, < Л ) ^ ~ 2 с S  К  ГГ, D  К  Cz, Y) tfi- v )[K  л , г) К  № )

J  к а ; * )  « )
- I I  -



причем V (i- 2 ) = V{*,-y.L) $ ( t - ь ), нод K(I-2), если есть внешнее 

поле, понимается К\ 1,2).

3. Операторное описание начального и конечного состояний.

Таким образом получаются гее результаты квантовой механики тож­

дественных частиц, которые обычно выводятся, используя аппарат вто­

ричного квантования. Здесь представляется естественным оператор­

ные методы сохранить лишь в отношении описания начального и конеч­

ного состояний. В выражениях

F  Г/.rJ = /  /  £ . £  {  ?;/-«-)«... »

*  4 -г Z  ±__  /.. / X  £-6- ff'- tj К. К *
е. <*Г) *■ '

входят и д̂", но не c /t, ,*• и можно считать, что мы работали 

в /̂̂-представлении; обозначим величины

тогда имеем комцутг*{вонные соотношения

<ff i) - Cffa) ffy) S'fK-y)

X M X fa  "

Надо также предположить, что

[cf ('к)/̂ С^У] = С?ы ,

Пусть начальное состояние / обладает свойствами 

(ffo) /©>= о  4,  /а>=. о  

конечное состояние < ° t обладает свойствами

<*о/ лгА; — о  ̂ <о/-*2Г * сз

-  12 -



Тогда S o !  F l i , 4Q l o > - i

: т.е.амоипнуда перехода в  состояния, в котором не бело частиц , в) 

такое ка соотояяие есть I .

Одночастичное начальное состояние о имиульоом р

/Р> = 4 / о > ;

аналогично определяются многочастичнне состояния, суперпозиция 

состояний в « титулы перехода.

Итак, в применении к квантовой механике методу ивгехдоровашпк 

по путям (точвое полам̂  можно предать четкий смнсл, обеспечиваю­

щий сходимость возшканци интегралов к независимость результата 

от способа равбхвнкя пространства-времени на ячейки. Задача сво­

ди ся к вычисление рада функций Х.Для описания начального ж конеч­

ного состояний естественно пользоваться опереторянми методами.

Отметан, что в одучае статистики 4ерми-Дщрака следует ж лГ 

считать антякошутирущии величинам* (без с -̂чжмюиню: правое 

частей), а уравнения для £- ж К останутся прежними, как ж в слу­

чае статистики Бове-Эйнитейна. Тогда функция >("(2,1) имеет преж­

ний вид, а функция <г{ Г...с ; t~e ) я К(/~..ё ; /■ е ) анткенмиетризуиг- 

оя uj первым я последам ^ аргументам.

Фейнман шшет: "Внястоиои:, «то дая решения бодее обцях задач 

квантовой мехяыг̂ : ощрраторннй метод ок&знвается и глубже я на­

много мощнее.” (предисловие )̂ . Эту пессимисте снуя оценку ия> 

тегралов по путям надо пересмотреть, воля сохранять операторе дай 

описания начального я конечного состояняй.

Рукопись поотупижа 28-го октября 19?3г.
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