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КОЭФФИЦИЕНТЫ РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА.

В статье рассмотрены метрические свойства расслоения над

базой U - пространством-временем, со слоем G/H ,где G -груп-

па внутренней симметрии, а М - подгруппа изотропии. Изучены

условия совместности поолойной метрики со структурой расслое-

ния. Получено действие для калибровочного поля в присутствии

гравитационного поля как кривизна расслоенного пространства,

полученная из послойной метрики,с космологическим членом в . р а с -

слоении. Космологический член нужен, чтобы компенсировать nocJ

тоянную кривизну однородного пространства G/H .
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В [ I ] был рассмотрен вариант теорми Калуцн, объединяющей
гравитацию Эйнштейна с электродинамикой Максвелла, обобщенный
на случай неабелевой группы внутренних симметрии 6 • Счита-
лось, что группа б действует на однородном пространстве G/H
минимальной размерности (семммерном), где Н - максимальная
компактная подгруппа группы G * s u c ( 3 ) x s u ( 2 ) x u $ , выбранная так»
чтобы ни один сомножитель i s G не действовал на G/H триви-
ально. При этом предполагалось, что мы работаем в пространстве»
обладающем спонтанно нарушенной симметрией, а не общековариани-
ной симметрией, которую имеет М**к , где. К - число измерений
&/Н .Для этого случая в [ I ] рассмотрен специальный вид мет*

рики на расслоении и указано, что в кривизну этой метрики вхо-
дит член -^(F^,) , соответствующий калибровочному полю группы G.

В данной работе делается попытка математического обоснова-
ния допустимого вида метрики расслоенного пространства.

fi [2] приведено выражение для метрики в частном случав.ког-
да однородным пространством является сама группа G • Для это-
го случая нала метрика имеет тот же вид. Выражение для скаляр-
ной кривизны R , полученное в [2] , отличается от. нашего



ttr АЛ

присутствием члена А^ А £ * который в [ 2 ] убирается специ-

альныы выбором калибровочного условия.

. Калибровочные поля, введенные Янгон и миллсои в [ 3 ] , бы-

ли затеи интерпретированы как связности в расслоении над прос-

транством-временем с группой G внутренней симметрии (см.на-

пример, [V) ) .

Иы хотим показать, что калибровочные поля Aju совместно с

метрикой пространства-времени a«v ( х ) и инвариантной метри-

кой "̂-i-j (ф) однородного пространства G/H , являодегося

слоем расслоения Е , задают послойную метрику расслоения Е

превращая его в псевдориманово многообразие специального вида.

Рассмотрим расслоение Е над базой М со слоем О/И и

структурной группой О . М будем отождествлять с пространс-

твом-временем с локальными координатами Х^, ju* 1,~.,n»O/H -

однородное пространство, на котором группа G действует ecrecf

твенным образом (как группа автоморфизмов левых смежных классе*»).

Н - группа изотропии, оставляющая точку {н\ однородного

пространства G/H неподвижной. Сама группа & может быть

отождествлена с группой внутренней симметрии, например,с калиб-

ровочной группой SUc(b)XSu(a)XU(1). На 5 = G/H- слое расслое^

ния Е введем координаты ф1, i. = •(,..., к . В дальнейвем будем

требовать, чтобы О была компактной и Б . соответственно,

компактным многообразием.

При наша предположениях на В существует О - инвариант

ная метрика tf ij ( ф ) . Квадрат интервала на & имеет вид: '

с1б** щ с|ф1с1 ф ] * в принципе, можно рассматривать и пространст

ва, на которых О действует-хак группа преобразований, имею-

щих непрерывное семейство инвариантных метрик й<]( х.Ф) . так,



чтобы в каждой слое выбрать свою метрику. Но тогда возникают

усложнения,связанныес некоммутативностыо поднятия и опускания

внутренних индексов t, j,... с ковариантной производной по

внешним индексам jw, ч),....

Введем на расслоении Е риманову структуру, задавая мет-

рику а
А
„ в локальных координатах X , ф

1
 на расслоении:

где ol и Jb -нормировочные множители, которые можно не

писать в промежуточных вычислениях, а потом легко восстановить

в окончательном результате.

Рассмотрим изменение метрики а д ь при преобразовании ко-

ординат, индуцированном действием группы G :

( I )

где К*"(х,ф) -инфинитезимальное векторное поле на 6 » индуциро-

ванное данным генератором Т группы G в определенной точке

X базы М

Из тензорного закона преобразования

( 2 ) » г « е ̂ k - производная Ли.
(зм.дополнение I).

ц -аА^ - *к\ iAyuj - ji K d , A y a i - oiA/ii^ к',



Составляя комбинацию Aj, = ft^Api » имеем для неё такой за-

кон преобразования: А ,̂ — А^,- (Jb/o()-2Ц,г г д е ^ К ^ К - ^ А ^ к ^ з ) ,

Видно, что (̂ j«y) не преобразуется как чисто эйнштейновская ме-

трика, которая вообще не должна меняться при калибровочной

преобразовании ( I ) .

Введя jJ4v
a(g-JHv)--5'-AjL-A*i» видим, что с^у преобразуется

так: ^-ь^-Цл/н^ • Стало быть, для инвариантности <^ v ^

нужно потребовать, чтобы она зависела только от Х^ . Оконча-

тельно получаем следующий вид метрики:

1 г

где Л^(Х,ф)- аналог калибровочного поля Aju ( x ) • Кстати, толька

для нашего выбора ( а „ „ ) имеется свойство факторизации детер-

^Jb^eio.jwvdeijij (5).В результате определитель

не зависит от калибровочного поля Aju (см.допол-

нение 2 ) . Нормировку (fij сразу выберем так, чтобы

fVclet (x^;) dK Ф=1 • K-Li (Ф) " положительно определен-
6 J / J

ная метрика.

Рассмотрим выражение для интервала:dS = QABdX -dX *^^d.x-dx +
+№i.j(^ t*^A/«0'x'M)(d^J+^A^olxv) (см.дополнение 2 ) . Мы видим,

что наш выбор метрики индуцирует разбиение всего касательного

пространства расслоения на вертикальную и горизонтальную части:,

ортогональные друг другу. Имеем базис 1 - форм с/Х и<



а .такие дуальный еыу базис касательных векторов:^,-/^.SL.JL,

иЭ/Эф"1. Как зидим, AVx,<f>) .задает коэффициенты связности

на расслоении Е . Закон преобразования Aj* тогда получает^-

ся из условия инвариантное™ горизонтального подпространства

с базисоы 1 - ^ д ; ^

или, в компонентах, опять Kj* —- А̂ « - -^ • Z)f*\C,

Из определения инвариантной метрики ^ видно, что ге-

нератор Т группы О индуцирует на & поле Киллинга К 1

относительно этой метрики [5] .

Любое поле Киллинга можно разложить по базисным полям с

коэффициентами, зависящими только от Х^ • При этой мы можем

выбрагь либо один базис во всех точках К1(ф) , что соответст-

вует работе в стандартном слое в г либо ввести базис, завися-

щий от точки Ка(х,ф)э т .е . работать в елое Ъж • Вообще го-

воря, если мы избрали первый вариант, то при калибровочном пре-1

образовании (I) мы автоматически приходим ко второму: Ка (Ф)-~

•*^а(Ф)-[к(ф,Ю, Ка(ф)] • Н о м ы можем снова все величины раз-

ложить по старому базису Ка(Ф) • Тогда, при К (̂х,ф)=£в('х)-Ка(Ф)

и А^(х,ф)^А^(х)-Ка (ф) , имеем следующий закон преобразо-

вания калибровочного поля A ju : Aju ~*"Aju "^r^ju K^ * гД е

j) еЛ-Э £а- ̂ f %с А^£с» т»е» обычное калибровочное преобразова-

ние. К а - векторное поле, индуцированное генератором Та груп-

пы G на стандартном слое Ъ . При этомг условие [Ка, K6]=fa
Cg, Кс

совпадает с уравнениями Маурера-Картана, имеющими в компонент



Э Ф * ' Г Д е

Введен теперь хензор напряженности поля

* * ^ А * Ц 1 ! ах*" ]ъ А>> § з ] = '^*•>* ЭФ*

Его также можно разложить по К* : FL'

При этом,до сих пор предполагалось, что А̂ м - поле Киллм

га. Это предположение не очевидно, и чтобы его обосновать,pat

смо-рм риианову овявяость на Е метрики ^ д ь • Для справок

вшпшем все компонента связности, считая для общности, что

зависят и от У^ .

*

/ Ч = ^ ^ . . - А . >M-^F;....A^ A-JA* ^Г ЛЛ*АК

1 V^1* V •



Видно,что вертикальная составляющая ковариантной производ!

ной вектора по внутренним индексам будет зависеть только от

вертикальной составляющей (у вектора В вертикальная составляю'

щая равна Ь*)тогда и только тогда,когда/!^- вектор Киллинга:

Ч ) Й ) Й ) ; ^ ,
Рассмотрим теперь скаляр кривизны R , образованный из

метрики £ А Ь . Довольно громоздкие вычисления показывают, что
он равен: R = R ^ o c ) ^ ) - ^ ) - ^ * ^ ' *>* F/!*>
где R'^ - кривизна У, Ru ) - кривизна однородного пространства
В , которая равна к/4 для полупростой группы G .

Комбинируя выражения для действия гравитационного и калиб-
ровочного полей, имеем:

S =-JdW^ [fc(R»e*)* ̂  £ tf*],
где 3C«(8<jfy)/c

e
- эйнштейновская гравитационная постоянная,

Д - космологический член, с̂  = det | JMV •

Из такого действия получается следующее выражение для тен-

зора энергии-импульса калибровочного поля:

(Интересно, что его след Т^ц' тождественно равен нулю только

г четырёхмерном пространстве-времени).

Для определения метрики $^,Л>0 имеем уравнения Эйнштейна:

/̂»< " "г V R ="? -Т^
Калибровочное поле А^,(х) удовлетворяет уравнению Янга-Миллса
в присутствии гравитации: F ^ v - ^ f a j c А^ £*% О .

Если мы возьмём в качестве действия нашей системы выражение

"£5
м



где ft - положительная постоянная, V - "космологический"

член расслоения, то, после интегрирования по ф , получим:

г д е
 . W / ^ ^ u K t t j T K l (ф)-К««(ф) -инвариантная метрика

на группе G Для простой группы G ^ " " f ^на группе G . Для простой группы G -
Таким образом, имеем эйнштейновское действие с космологи-

ческим членом и янг-миллсовский лагранжиан в искривлённом, во-
обще говоря, пространстве-времени с метрикой 9 > у ( х ) • Это
действие дает обычные уравнения движения для £ру(х) я А^(х) при
таком выборе постоянных Л ^ д Л 1 ! ^ = ̂ /jb t

Jb—WCeJjV), j4^(85T^V/ge)K/e, '
Отметим, что если космологический член в расслоении отсут-

ствует, то, если взять о. - 1 , в пространстве-времени появляет-
ся аномально большой космологический член: X-v Укм* е •

Если G не полупростая группа, то R ( г ^ ff/4 , а есть
функция ф . Но интеграл / d V / c f « t ( f i j ) Яа)(ф)«К*/4 -постоян-
гая величина, где К* , н е целое число ж, в частности, может
равняться нулю.

Таким образом, видно, что калибровочное полз Aj*(x) полу-
чается как комбинация коэффициентов метрики п +к - мерного
пространства с группой симметрии & , которая осталась после
нарушения общековариантной группы преобразований М +к - мер-
ного псевдориманового многообразия М п * к •

Введение структуры расслоения £ на Мп*"соответствует не-
которому варианту спонтанного нарушения симметрии: из группы
всех преобразований М П 4 К "выживает11 только группа G- •
При этом предполагается, что Физическое решение, налример,ва-

10



куумное, должно локально иметь симметрию U.X&/H ,где (1с п о -

координатная окрестность в 1U.

Автор выражает благодарность проф.С.Г.Матиняну за поста-

новку задачи и ценные замечания, а также А.Г.Седракяну за

многочисленные плодотворные обсуждения.

Дополнение I.

Производная Ли LK в направлении вектора К г определяет-

ся для любых геометрических объектов. Нам понадобится её опре+

деление только для скаляров, векторов и ковариантных тензоров

второго ранга: L K ^ - % ^ к * " д л я скаляров (см. (4) .

где О.,^ - скаляр по внутренним индексам ) , /_КА = СК,А] -

вектора (см. (3) , где [ К , А } -коммутатор векторных полей,

имеющий в компонентах вид: [ К , Aj^K^A^j ~A*K* j ) ,

L**U а Х г к К к , j * ^ K j К"** y 4 i , K К "(он. ( 2 ) ) .

Дополнение 2 .

Докажем свойство (5 ) : • Вычислим С * | А 6 М М 6 » где

Ai Mv) ( * и р для
простоты не выписываем ) . Тогда, введя новые переменные

. В новых переменных / ^ А а д б имеет блочио-диагг

нальный вид: С - | А ' Ь Ы А л / ь »

Для этого случая известно, ^ { | ; ь ) , ^

имеет единичный опреде

t . A /l ( r i )

Но переход М Л-*- r j A имеет единичный определитель:

II
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С л е д о в а т е л ь н о , ^ ( ^
B
) = d e f ( j - ) . Ь ^ ^

О т м е т и м , ч т о н а ш с л у ч а й я в л я е т с я о б о б щ е н и е м с л у ч а я и з [ б ] .
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