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В настоящей работе исследовано одномерное движение частиц

в поле асимметричной модифицированной потенциальной ямы Пешля-

-Теллера. Асимметричные потенциальные ямы встречаются, напри-

мер, в задачах каналирования частиц в сложных неодноатомных

кристаллах в некоторых направлениях, где на одном периоде име-

ется несколько плоскостей. Такая задача представляет интерес

также, при рассеянии частиц на дефектах кристаллических реше-

ток (междоузлии, вакансии, примеси и т.д.).

Как известно [I] , при движении частиц в поле симметрич-

ной модифицированной ямы Лешля-Теллера, при значениях глуби -

ны ямы,равных целому числу, проходящие над ней частицы не от-

ражаются. Иными словами, при определенных значениях глубины,

потенциальная яма оказывается прозрачной для частиц. Нами пока-

зано, что асимметричность ямы сильно подавляет этот эффект.

Кроме того, коэффициент отражения растет с увеличением асим-

метрик потеюдальной ямы, т.е. асимметрия ят приводит к уси

лению отражения. Это усиление особенно велико при больших

энергиях пролетающей частицы, когда экспоненциальное падение

от энергии (для симметричной ямы) заменяется степенной зави-

симостью. Для связанных состояний Чи тицы получены дисперси-



онное уравнение и энергетический спектр, доказано, что несмот-

ря на то., что энергетические уровни частицы в асимметричной

яме мало отличаются от уровней энергии симметричной ямы, вол-

новые функции связанных состояний сильно изменяются.

В разделе I выведена, формула для коэффициента отражения.

В разделе 2 исслодуэтся эта формула в случае малых энергий

частицы. В разеделе 3 проанализирован случай больших энергий.

В разделе 4 получено дисперсионное уравнение , энергетический

спектр и волновые функции связанных состояний частицы. В раз-

деле 5 приведены результаты численных расчетов и обсуждаются

полученные результаты.

: I. Общие формулы
i
I

частица с энергией Е > 0 и массой m пролетает по

оск х з поле асимметричной модифицированной потенциальной ямы

Лешля-'Геллера, имеющей вид:

2т сКг [>х (1 + р)/2] '[> /
V(x) = { (i.i)

JiL

где h - постоянная Планка, параметрами А и об характери-

зуются глубина и ширина потенциальной ямы,а параметром р _ сте-

пень ее асимметричности. Параметр р изменяется от 0 до I ,

причем р = I соответствует симметричной потенциальной яме,



Д больше I.

Волновое уравнение для частиц» во внешнем поле (I.I) име-

ет вид:

Удобно ввести следущке обозначения:

, (
( А - 1>Рг 1

(1.3)

Тогда решение уравнения Шредингера (1.2) можно написать

в виде [2] :

А,,х<); х < 0
(1.4)

Здесь Л, , Яг , Bi , В
г
 произвольные постоян^'е,и

е
^

П)
А

П;
х)

и U<,(o<
n
,An,x) стандартные решения уравнения (1.2), соответст-

венно четное и нечетное по отношение к изменению знака пере-

менной

( 1 > 5 )

где F - пшергеометрическая функция, Cln'-^~



Связь между постоянными определяется из условия непрерыв-

ности волновой функции и ее производной в точке X = 0. Отскща

получим следующие условия:

для того, чтобн найти коэффициент отражения частицы, необходи-

мо выяснить асимптотическое поведение решений (1.4) при больпш

значениях аргумента. Используя известное выражение гипергео-

метрической функции при больших Е ;

Г(с) Г(6-а) ,-а Пс)Г(а-б) -6

Г ( с
.

а )
 2 + Г(а)Г(с-6) =

x>0 u 0

получим
Ue (otn, ̂ n , x ) - ^ |Cn| cos (К IX

где

(I.b)

г

I
1
 - гаг.иа-(5ункция Эйлера, Очевидно, что волновая функция час-

тицы при X —
>
"

о
° должна быть линейной комбинацией падавдей

и отраженной волн, а при X — " " ^ должна содержать только про-

шедшую волну.
, , , , LKX -LKX

U!Cx) = e + Re
 ? x

_^



ч
 -г- LKX

и
г
(х)=Те , х —

Здесь | R |
г
 и |ТI - коэффициенты отражения и прохождения час-

тицы. Из (1.7) и (1.9) имеем

( 1 Л 0 )

Отсвда получим коэффициент отражения

I*

г

Г JCH. _ !̂ bJ "I* ICil iC£i сосг(6^6г\
Ы\9 1*>г1Г4|а,ЦЯг| °3 I г j

4lCt|ICe| с о 5 г / в , - в г \ Cl.II)cos l

В случае симметричней потенциальной ямы, амплитуды и фазы соб- \

ственных функций одинаковы при X > 0 и Х
/
 0 (СгСг,®1 = Я)

г
).

Поэтому, как видно из формулы (I.II) коэффициент отражения за-

висит только от разности фазовых углов собственных функций и

не зависит от их нормировки. В случае же асимметричной ямы

1С,|^|С
г
| ц )<$, \ф |«0

г
 | и коэффициент отражения зависит так-

же от амплитуд собственных функций.

Подставив выражения постоянных (1.6) в (I.II) после неслож-

ных преобразоганий получим



(I.12)

где

згк

•COSJTA»"

-eh g

Q = i

гаг)

Заметим, что дая симметричного потенциала Q= р= I , ^т = Лг=-А ,

тогда / , - f? = 0 и из ( I . I23 получается известная формула для

коэффициента отражения [ I ] . В этом случае коэффициент отра-

жения - яеркодическая функция от Л и имеет максимумы з точ-

ча:< Л ~ —-р— и равные нулю минимумы при Л=п ( п =

Е крайне асогодетричном случае, когда р~*~С з v̂ opMi'Jie

( I . I 2 ) можно пренебречь членами порядка 4-хк гр г/л г , )6Л(Л-1)рг

в результате j R | a приобретает более компактный вид



= «.и)

где

• i f s i -*• ••• — I I t

ЗГ

2. Отражение частиц малых энергий

JTK
Так как при малой энергии частиц параметр £

= 0Tv/ ^ m E • мал, то, разлагая в формуле (I . I2) гипербо-
1 h2ot(i+p)

лические функции в ряд по этому" параметру с точностью до £* ,

для коэффициента отражения получим следугопопо формулу:

•да

Теш ~ 2 ^ ~ а т 2 + I T



-.ледуе;л его зависимость от параметров Л

I., Е случае малой глубины ямы, когда Л стремится к еди-

:.е Р. параметр ^ -4A(A~iy(f+p)
c
 мал, в величинах -At и А

г
 ,

г
 у:)уе являются функиияглй от Л , можно оставить только чле-

us.. :;р•-орзональные ;-

(2
.

2:

Г 4.2 2 1

?:ca с точностью m a x j |
 ;
 6 \ . Q. = I и коэффициент от-

т внд

!
 "

 !

который ке зависит от параметра асимметрии и переходит в из-

вестное выражение для симметричной ямы.

Для того, чтобы исследовать поведение коэффициента отраже-

ния при произвольных значениях Л , необходимо найти экстре-

мумы | R|
г
 > Продифференцировав формулу (2.1), получим, что

значения Л , при которых коэффициент отражения имеет экст-

ремумы, удовлетворяют уравнению:

.4)

10



2. Решим это уравнение сначала для случая глубокой яш:рА»!

Функция Ф(А) медленно меняется от единицы яри Л = I, до

значения р при больших К . При рЛ $> I с точностью до чле-

нов 1/р
г
Л она имеет вид:

Производная ф'(-А) при этом имеет порядок 1/л
г
 . Пренебрегая

в уравнении (2.4) членами порядка 1/А подучим

-о,
(2.6

г д е /о = SLn ЛКА1*лг* + —J- s in — - cos

Учитывая, что при больших Л

А . + Л , . ( 1 - Р ) г

и решая уравнение (2.6 с вышеуказанной точностью получшл, что

максимумы коэффициента отражения находятся в точках

где а - целое число. Причем в этих точках коэффициент отраже-

ния равен:

K = < - 4 £ V (2.9)

II



ораг-:о?л находим, Ч Т О коэффициент отражения прккк-

1 m i.

гл Осрг;,, ;ш по.пучен!. при та .

?. с с мо трям случай крайне асоз^.^етричной ямы.ког-

/. -̂̂  i -O^p'i- -). ?;слк 11рене':рс ib членами порядка

,:;ь.р&-:е>шя Б фор^-ie ;'?.!} упростятся

(2.I2J

Г(Л)

12



С учетом этого уравнение (2.4) можно привести к виду

Очевидно, что при малых е
г
 решения этого уравнения находятся

вблизи точек Л = п и Л=С2п
+
1)/2 , причем полуцелые значения

соответствуют минимуму коэффициента отражения,а целые значения

-максимуму. Будем искать решения в виде

(2.14)

Так как Фо(Л) и Фе (^) - медленно меняющиеся функции по срав-

нению с sin(JT/\) и cos(JT/\) , то при решении уравнения их можно

взять в точках /\ = П и Л=п*1/2 . Б результате, с точностью

до Б* , находим

(2.15)

Ввиду того, что при большой глубине ямы, Л приближенно равно

, получим

^
 = П

 ~ "К
 f
 ^

m L n = п
 ~

 Д
 min

2n+f f с
 ( 2 Л в )

бобщая полученные результаты, можно сказать, что коэффициент

отражения имеет минимумы в точках Л = п-д (Д «: 1) . Причем

Д зависит от энергии частицы £ г
 , от параметра асимметрии

р и от глубины ямы А . При фиксированной глубине ямы и

13



онергял частицы д растет с увеличением асп:/:/етртга потенциа-

ла ( т . е . с уменьшением р ) и Е кралне аси"™'етричноч случае

достигает значении, приведенных в формулах '2.1.':) л (РАС), а

при лтксировакной асимметрии А уменьшается с увеличение:/

ГЛубИНЫ ЯТ'ЛЫ.

"одставляя значения экстремумов (2.14) в формулу ( 2 . 1 ) , по-

лучи:.1!

4е 2 Ф1
лг 1-Ф|

Заллети:.:, что значеш-ie ••Тукк:.и':1 фо(^) ••"э;ютонно падает, начиная

с С, ГГ> при Л ~ Т л;о нуля на бесконечное т:-'. !ри 'оль^их Д

она :i:e".m вид

/•̂ .'гто/у значение ко: У.М'щента от:":;•гения р тлгках . ин:г7'а. рас-

ет •': "осто... г ^ ' ^ и а япч, а для ^.ту'юки!5 я •••• Л $> У. пр;:?л;::ка-

тсл "• j'r-r-p-c'Kt ' х к о л ' у а , п о'а э к с т р с у п. •".•::!3"v: " ег^гг-пе.

'"акнп о^ра.зо::, асимметрия яг-.̂ы уже при :.алых эперпих частицы

приводит к подавлению эфоекта прозрачности, 'ак ^удет в:!д:ю

Е дальнейшем, с ростом энергии частицы :гла'л:."у"ч ко&Уумщек':а. от-

ра;кеь-1Я ccEcev исчезают, :•: кртаая зависимоетм \R\Z от глубипн

Т::,ы сг.чакивается.



3. Случай больших энергий

I. .Троанализируем случай отражения частиц больших энергий

от потенциальной ямы с произвольной, но не очень большой асиммб

трией, полагая при этом

Легко убедиться в том, что при этих условиях и при условии

Q-p

Быраражения /
t
 и f

2
 в формуле (I.I?)» которые равнялись

нулю для симметричного потенциала, сейчас велики:

£ /о •
J. \О.\й*Р

Теперь они определяют поведение коэффициента отражения, так

как членом si..
2
JT - -р - в (1.12) можно пренебречь, при этом

получим

I о . г .

Для того, чтобы выяснить поведение Q, при больших энер-

гиях, необходимо найти разложение для отношения Г - функций

:о обратным степеням аргумента с точностью дс -етвертой степе-

•ш включительно. Пользуясь асимптотической формулой Стирлинга

и разлагая входящие туда выражения,получим

15



2f v .. _.
)

 ( 3 > 5 )

Г(2)

лспользуя эту формулу, выражение для Q при больших энергиях

можно привести к виду

Тогда условие (3.2) можно записать так:

Так как выражение в правой части неравенства (3.7) мало, то

уже при небольшом отклонении от симметричности потенциала, фор-

мула для коэффициента отражения существенно меняется и принима-

эт вид

)л»О-р) у
(3.8)

Зтсода видно, что экспонешщальное падение (R( в зависимос

ти от энергии в случае симметричного потенциала заменилось те

перь степенной зависимостью.

2. Рассмотрим случай асимметричной ямы ( р « I ) . при боль

ших энергиях в формуле (I.I3) можно оставить только экспонен

циально большие члены, тогда получим

(3.9)



Если при этом Л » I, то ф
о
= , t ., и выражение (3.9) пе-

реходит в известную формулу для коэффициента отражения от пря-

моугольной потенциальной стенки

R|* = ( ™
V + K
 "

K

К

При условии же К ̂ АсС коэффициент отражения равен

— • (З.И)

Следовательно, в случае крайне асимметричной ямы при больших :

энергиях частицы | R| падает квадратично. Таким образом,хотя

коэффициент отражения при больших энергиях мал, но все-таки

намного больше, чем для симметричного потенциала.

4. Связанные состояния ,

\

При отрицательных энергиях частиц существуют дискретные

собственные значения энергии. В этом случае можно положить

K = iae , так что энергия частицы будет равна E-~h Хг/2т ,

параметры

( 4 Л
)

будут действительными величинами, а волновые функции определя-

ются выражениями (1.4). Снова можно воспользоваться асимптота-
i

ческими формулами (1.7), в которых к надо заменить на Lae. .



Существование нормируемых решений возможно лишь в том случае,

когда в асимптотических выражениях (1.7) отсутствуют члены,

расходящиеся на бесконечности, а именно, члены, пропорциональ-

ные е . Чтобы это условие выполнялось, необходимо по-

ложить

А, С, - В, #, = О,
(4.2)

Я
г
С

г
 + В

г
Я

г
= О ,

где С и Я даются выражениями (1.6).Из условия непрерыв-

ности волновых функций и их производных в точке X = 0, по-

лучим

J? t= Яг , B,rf t = 8 г <*г •

Решая совместно (4.2) и (4.3) получим дисперсионное уравне-

ние

которое после подстановки постоянных (1.8) и после небольших

преобразований переходит в

с

( 4 . 5 )

, эв ч г / А , эе \ Г / f - t - А г g . W J + Л г я е \

1Ь



Заметим, что для симметричной ямы F = I и из уравнения (4.5)

следует ae/oC=A-n-f , т .е . получается известное выражение

для уровней энергии симметричной ямы [ 2 ]

04П4Л-1 (4.6)

В крайне асимметричном случае, когда Р стремится к нулю,

дисперсионное уравнение можно написать в виде

или же £отг (Л,-fj-)=-*/=,, , U.7)

зе ч

+ 2 +г5Т; ' I 2 2 )

Таким образом, мы получили дисперсионные уравнения (4.5) и

(4.7) , из которых можно определить энергетический спектр час-

тицы. Это трансцендентные уравнешш, решения которых можно най-

ти только численно. В результате численных расчетов получаем,

что уровни энергии асимметричной я:.:ы г'ато отличаются от уровней

соответствующей сшлметричной ямы, а и;:екно

где Д п зависит от степени асимметрии и от глубины ямы. За-

висимость Лп от р показана на рис.4.

Теперь найдем волновые функции связанных состояний, лак уже

было сказано, они определяются выражениями ( 1 . 4 ) . в которых пос-

тоянные J-Ц , Я ̂  , Вп , В г являются решениями системы уравне-

ний (4.2) и (4.3) , а ае/об решением уравнения (4.5) . Легко



видеть, что одним из решений уравнения (4.5) может быть
ЯР ЯР

At=5T = 2n , Xz~ul"Ztn г Д е п и т Делне числа. При этом

условии £1 = Зг

 = 0 и решением уравнений (4.2) будет

p • (4.9а)

Если же 3i ̂  #г ̂  0 , получим

С учетом (4.5) параметры а,
2
 и S

f)2
 можно переписать в виде:

(4.10)

Волновые функции для четырех энергетических уровней пока-

заны на рис.5.

5. Обсуждение результатов ;
i
у
\

Как уже было сказано, асимметрия потенциальной ямы при- )

водит к подавлению эффекта прозрачности ямы. При малой энергии <

проходящих частиц коэффициент отражения имеет минимумы при

значениях Л , близких к целому числу. Значение коэффициен-

та отражения в точках минимума растет с увеличением асимметрии

и глубины потенциальной ямы. С ростом энергии частиц кривая

зависимости | R \
г
 от глубины ямы постепенно сглаживается и при
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больших энергиях частиц эффект прозрачности полностью отсутст-

вует .Асимметрия 'потенциальной ямы приводит также к изменению

зависимости | R \г от энергии проходящих частиц, В то_ время как

для симметричной ямы коэффициент отражения зависит от энергии

частацы Е-;кс1шяенциально, для асимметричной ямы эта зависимое?!

:-\ж к/с£ » 1 становится степенной: Это приводят к тощ7, что

•:.ж оаяъишх эдергжях частщы ]R\d щя асимметричной ямы спа-

лает намного медленнее, чем для симметричной ямы. Такое пове-

дение коэффициента отражения подтверждается чгслешшм расче-

том 5 результаты которого показаны на р н с й , где изображен jR]""'

для двух знзлэкай энергий ( К/«?С - о , 1 ; 7 "• ъ. двух значений

Р ( р = I ; 0,1) 1ри K/ot- 0.1 \R\Z тте-т ижгишумы, зна-

чение которых растет с ростом А , а др-:; к/«. - I ттжмукюъ

уже нет. Из рисунка БШДНО, ЧТО отражена В ОТ асимметричной ят [

r-cvibEie. чем от соответствующей сямметрячной: я?иы. Это видно •;

к ИЗ pzc .3 , ка котором йозафшгпент отражения изобра- }

жен как функция от энергии частицы дал четырех различных зка- \

чений параметра асимметри ( р = I; 0,25; 0,1; 0 ). Б той

области энергий, где отражение от симметричной ямы практичес-

ки равно нулю, коэффициент отражения от асимметричной ямы еще

достаточно велик. Прозрачность потенциальной ямы можно объяс-

нить тем, что волны, отраженные от границ sou, при определен-

ных условиях могут погасить друг друга. В случае асимметрич-

ной ямы намного труднее удовлетворить этим условиям. Однако

следует отметить, что и в случае асимметричной ямы» при опре-

деленных значениях параметра асимметрии и энергии частиц воз-

можно полное прохождение. Остановимся на этом подробнее. Бели
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Ai и А г одновременно целые числа, что возможно только в

том случае, когда параметр асимметрии имет вид ? ~4 у̂  ̂  гГ-1)'»

где т и п целые числа. Тогда выражения для функций | , и /.

в формуле (1.2) упрощаются и коэффициент отражения определя-

ется формулами:

г _

Qth£ - ptk С ре)

GLthE + p t h ( p£ )

Г atheth(P*)-P '
Qthe th (pe)+p j

GL-pthfithpe

GL+-ptbethp£

GLth(pE) - ptli£

Qib (p£) > ptb£

г

2

2

7

2

Л,

Аг

Л,

Лг

Аг
Аг-

АГ-
А г ^

= 2п,

= 2п г

= 2П,М

= 2п г

•гп.
•гп.ч

2а,+ 1

2na+1

(5.1)

где п , и п г целые числа.

Из выражения (3.6) для О. видно, что при больших энерги-

ях частицы О.^р . Можно покачать, что и при малых энергиях

частицы Q > p . Нетрудно убедиться, что при этих условиях в

случаях когда А, = 2.П-, , А£-2Пг + 1 » и А1 = 2п,+ 1 ,

А г = 2 п г + 1 , коэффициент отражения может равняться нулю,

если энергия частицы является решением уравнений

Gtths. th(ре)-р = О А,-2пч Аг = 2пг

+1 (к

к t>. 2 /

ath-(p6)- pth£ =0 , Ay



Следовательно, при целом А, и целом нечетном А
г f

асимметричная потенциальная яма Пешля-Теллера имеет резонанс-

ный уровень энергии и коэффициент отражения при этом равен

нулю.

Обратимся теперь к связанным состояниям частицы. Асимме-

трия потенциальной ямы приводит к сдвигу уровней энергии час

тицы на величину Лп .На рис.4 приведены графики зависи-

мости для А
п
 четырех энергетических уровней (для Л = 4,Ь) о-±

параметра асимметрии. Из графика видно, что с ростом асиммет-

рии сдвиг уровней увеличивается. На рис.о показаны волновые

функции четырех уровней при том же значении Л для двух зна-

чений параметра, асимметрии р = 0,1; I. Из рисунка видно,

что вследствие асимметрии ямы волновые функции сильно измени-

лись. Например, в то время как для симметричной ямы волновая

функция второго уровня равна нулю в точке X = 0, волновая

функция частицы в асимметричной яме имеет в этой точке макси-

мум.
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Рис.I Потенциальная яма Пешля-Теллера. Шгнктирная кривая со-

ответствует симметричной яме ( р = I), сплошная кривая

7

Рис.2 Зависимость коэффициента отражения от глубины потен-

циальной ямы. Пунктирные кривые соответствуют р = I,

сплошные р = 0,1. Кривые I к/об =0,1. Кривые 2 -

- K/cL = I.
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Рис.3 График зависимости |R|
2
 от энергии частиц к/об для

четырех значений р . Кривая I соответствует р = I

2- р = 0,25: 3- р=0,1; 4- р = 0.
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Рис.4 Сдвиг Д
п
 энергетических уровней ассиметричной ямы от

соответствующих уровней симметричной жлы в зависимости

от параметра асимметрии, А = 4,8.
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; o.5

Рис.5 Волновые санкции четырех уровней при Л = 4,Ь. Симмет

ричной яме соответствуют пунктирные кривые, асшлметрич-

ной яме с р = 0,1 - сплошные кривые.
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