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Всякий, кто питает слабость к
арифметическим методам полутени
случайных чисел, греиен вне вся-
ких сомнений.

Джон фон
(1951)

I. Поскольку современные мощные Э Ш открывает новые уни-

кальнне возможности ярилокений метода Монте-Карло для статист*»

ческого можелщрованкя фюжчеокнх систем со многий степенями

свобода П-3] , возрастает роль "качества" поевдосдучаяннх

чисел, иош)ЛЬ8уемнх при таких вычислениях.

Первый генератор случайных чисел был предложен Нейманом я

основывался на последовательном вычисления "середины квадрата"

С4] . Однако обширные исследования, проведенные Метрополисом

показали» что он недостаточно хорош [5,6].

В последнее время интерес к этой старой проблеме возрос в

связи с тем, что обнаружилось несовпадение результатов числен-

ного моделирования при использовании различных генераторов

псевдослучайных чисел [7,8] . Так в [7] рассматривалась трех-

мерная модель Изинга, где были обнаружены значительные расхо-

ждения при вычислении намагниченности и перенормированной кон-

станты взаимодействия.



Очевидно, что здесь проявляются трудности, свойственное

методу монте-Карло ж заключающиеся в том, что нужен I) хо-

роши спс< >* оценки погрешности внчисленжй, И ) генератор

псевдослучайных чжсел, обеспечивающий по возможности Острую

сходимость.

Существует критерий, с помощью которого можно оценить по-

грешность вычислений в зависимости от "качества" псевдослучай-

ных чисел Рк » называемую отклонением ' D M И определяемою

следующим образом [9] .

Цусть П - единичный гиперкуб в d - мерном пространстве:

П
а
 состоит из всех точек Р с декартовыми координатами

Р = (*1,... X d) » которые удовлетворяют неравенству

(1 = 1, ... d) t тогда

,...P
N
)= SuplN-x,...Xd-S

N
|.

где S
N
 - есть число точек последовательности Р

о
 ... P

N
-i ,

координаты которых (х[
к
 . .. х £ , {к* 0 ... ы-1) удовлетворя-

ют неравенству 0$ x
L
 < x

t f
 1=1,...d . Геометрический

смысл определения (I) в том, что N x , • •• Xd - это количество

точек, приходящихся на параллелепипед с диагональю Ор при

идеальном, равномерном распределении, a S
N
 - количество то-

чек, фактически попавших в этот параллелепипед ( D N ^ N ) .

Поэтому D N оценивает максимальное отклонение $актического

распределения точек от идеального.

Имеех место следущий результат [I0J : если j (P) ограни-

чена и непрерывна вместе со своими частными производными, со-



держащими не более одного дифференцирования по каждой из пере-

менных, то

г? 21

где О 0 . Иными словами, хорошее согласие эмпирической функ-

ции распределения S N псевдослучайной последовательности с

теоретической влечет малость остатка интегрирования.

Поэтому нужно уметь генерировать псевдослучайную последова-

тельность точек Р
к
 так, чтобы D

N
 росла по возможности

медленнее. |
F

Существуют и другие "качественные" характеристики лоследо- \

вательности Рк , такие как критерии -X
2
 я <£г

 , которые од- \

нако не дают возможности получать оценок типа (2) [9,11] . :
:

Вели не интересоваться динамическим происхождением псевдо- •

случайной последовательности Р
к
 , а рассматривать ее как по-

следовательность независимых испытаний случайной величины
равномерно распределенной в кубе fl

d
 с плотностью вероятности

о ( £ ) г i , то в силу центральной предельной теоремы скорость

сходимости в (2) с большой вероятностью будет i/JU [9].

Так что скорость сходимости зависит от динамической приро-

ды псевдослучайной последовательности Р
к
 и определяется ско-

ростью роста, I)
N
 .

Последнее утверждение становится еще более ясным, если

вспомнить, что, как правило, каждая псевдослучайная последова-

тельность генерируется ЭВМ с помощью рекуррентного соотноше-

ния [9-ц]



V ( K > - С Г У И ) v< K " f l l

где F - некоторая функция. К примеру , F берут равной

{
K x
'h (4)

где К^1 - фиксированное целое число, а { ] - обозначает

дробную часть аргумента

2. Представим последовательность Р
к
 траекторией неко-

торой динамической системы. Для этого примем куб l~l
d
 за фа-

зовое пространство М динамической системы Т , а её опера-

тор эволюции Т за F .

Тогда

PN = T [ T C . T P j > T N P e ;

где Р
о
 - начальная точка траектории,

T
N
H F C F C . . . (6)

В таком контексте последовательность точек Р
к
 представляет

собой одну из траекторий динамической системы Т . Будем счи-

тать при этом, что фазовый объем этой динамической системы

сохраняется, т.е. имеет место теорема Ллувилля. В приведенном

выше пр"*мере (4) мера сохраняется, если К - целое.

Теперь - уже с точки зрения динамических систем - сходи-

мость сумм к интегралу

Ьт КГ Е fCTRP.) = E i r" Ъ Г f (Рк) --$HP)dP (7)

* Hcr-льзуются также и её модификации [9,11 ]



обеспечивается, как известно, тогда и только тогда, когда дина-

мическая система Т является эргодической [12,13], причем ско-

рость сходимости может быть произвольной.

Рассматривая генератор псевдослучайных чисел как динамичес-

кую систему, можно переформулировать утверждение (2) как утвер-

ждение о том, что скорость сходимости обеспечивается более тон-

ким свойством динамической системы, чем эргодичность, так как

в (7) скорость сходимости вообще не фигурирует [12,13] .

3. Возникает вопрос, какое свойство динамической системы Т,

задающей генератор псевдослучайных чисел, обеспечивает наиболее

медленный рост отклонения D
N
 и тем самым быструю сходимость

в (2) ?

Наводящее соображение состоит в следующем.

Известно, что динамические системы можно классифицировать

ю степени возрастания их статистических свойств. Это системы

з перемешиванием , с п - кратным перемешиванием и, наконец,

К - системы Колмогорова, обладающие максимально сильными ста-

тистическими свойствами [13-17] . Все эти динамические системы

характеризуются тем, что обладают свойством релаксировать[16],

причем максимально быстро релаксируют именно К - системы.Свя-

зано э?о с тем, что К - системы обладают экспоненциальной

неустойчивостью [16] .

Теперь становится понятным, что медленный рост отклонения

D N будет обеспечиваться тем лучше, чем быстрее будет релакси-

ровать к равновесному состоянию динимическая система Т , за-

дающая генератор, т.е. чем более она неустойчива (ср.(2) и(7)).



Поэтому К - системы является хорошими кандидатами доя

использования, их в качестве генераторов псевдослучайных чисел.

Будем характеризовать каждый генератор псевдослучайных чисел

его временем релаксации V , и он тем лучше, чем это время

меньше.

Если с этой точки зрения взглянуть на существующие генера-

торы псевдослучайных чисел (4), то обнаруживается, что они

также являются одномерными К - системами Г18-20] . Корреля-

ционная функция этой системы.

(8)

где < *t > = < х.1 >=Уг» для к 2> i ведет себя как

R
N
^lT

т.е. К - определяет существенную характеристику движения

время расщепления корреляций

Рассмотрим совокупность точек на очень малом интервале Sx^-щ,

Нетрудно найти время Г , за которое траектории, выходящие из

этих точек, разбегутся достаточно далеко и равномерно запол-

нят интервал [0,1]

V = t
0
 tn

так как 5"Xi = K.
H
Sx\° = ехр (ы£пк)8х(

,
0)
 .Физически время

Т - это время установления стационарного распределения,т.е.

именно время релаксации. Сама же равновесная функция распреде-



леяия р(*0 равна единице. Характерные времена в этой системе

связаны соотношением

% < t < v
 ( 1 2 )

- время установления стационарного состояния больше времени од-

ного "шага" Ь и времени потери памяти о начальных условиях.

Генератор (4) используется и в тех случаях, когда нужны

случайные числа, равномерно заполняющие d - мерный куб. С этой

целью формируется последовательность х Г
;
 ••• х, ... , а за-

тем составляются "слова" длины d

р,.<хГ
|
->О

Р г
 = (*!•""••-

1ри этом совершенно ясно, что неустойчивость, теперь уже в d -

- мерном кубе, будет опять характеризоваться одним параметром

К или кратными ему числами. Физически это означает, что "дро-

бление" фазового пространства M = n
d
 в разных направлениях идет

с одним и тем же масштабом.

4. Нельзя ли сделать так, чтобы неустойчивость траекторий

ч М была бы совершенно произвольной в различных направлениях?

Положительный ответ можно получить, используя многомерные к -

- системы. В настоящей статье предполагается использовать авто-

морфизмы куба П , порожденные линейным преобразованием



где Л= Л &i.j II - целочисленная матрица с определителем, рав-

ным + I. Последнее условие обеспечивает сохранение фазового

объёма. Динамическая система Т=ЧА\\ (14) является к - сис-

темой тогда и только тогда, когда все собственные значения

матрицы J)
a
llcUj/| отлична по модулю от единицы [12,21-243 .

Формула Синая-Арова [19-24] позволяет вычислить энтропию

динамической системы (14) , которая равна

1 Нп|Ак| , '

а также верхнюю оценку для времени расщепления корреляций

Ъ < 1/hlT) (16)

и времени релаксации

Преимущество генератора псевдослучайных чисел, заданного

динамической системой (14) , состоит в том, что хотя времена

релаксации f (17) и (II) могут бить сделаны равными; "ка-

чество" перемешивания у системы (14) выше из-за того, что в

разных направлениях скорость разбегания (неустойчивость) у нее

различна и пропорциональна собственным значениям матрицы Я ,

которые совершенно произвольны. Такое "мелкомасштабное" смеши-

вание направлений обеспечивает более медленный рост отклонения

D
N
; являющегося "мерилом" степени релаксации.

Иначе говоря, хотя всякая К - система релаксирует при

N-*-«? , "качество" релаксации к каждому данному моменту N

Обратная матрица Т'^-Я"
1
 тоже целочисленная.

10



определяется J3
N
 , и оно тем лучше, чем более "мелкомасштаб-

ная" неустойчивость обеспечивается в системе.

Существует еще один аргумент в пользу изложенного выше

подхода к проблеме сходимости. Когда,к примеру, моделируются

калибровочные теории на решетке [3] , то в точке фазового пе-

рехода калибровочные системы релаксируют очень медленно. Ясно,

что роль "термостата" в данном случае игриет динамическая сис-

тема Т , задающая генератор псевдослучайных чисел. Поэтому

чем меньше время релаксации генератора по сравнению с харак-

терными временами исследуемой системы, тем лучше :

(IB)

5. В заключение отметим, что нам не удалось получить ана-

литической оценки Вы для генератора (14) , тем более, что

она не известна и для системы (4), однако развитая в настоя-

щей статье точка зрения позволяет более целенаправленно ис-

кать системы Т , которые окажутся более эффективными при

Монте-Карло-моделировании существенно многомерных задач.

Как показали численные эксперименты, результаты которых

будут опубликованы отдельно, псевдослучайные последовательнос-

ти, полученные с помощью (14), обладают лучшими статистически-

ми характеристиками, чем (4).

Авторы признательны Н.З,Акопову, Б.Лаутрупу и А.А.Мигдалу

за стимулирующие обсуждения проблем Монте-Карло-моделирования.

Авторы благодарны С.Г.Матиняну за внимание к работе.
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