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В данной работе в рамках классической электродинамики рас-

смотрено движение заряженной частицы в поле плоской электро-

магнитной волны. Проанализированы различные методы решения

этой задачи. , .

В частности, показано, что для циркулярно поляризованной

электромагнитной волны задание начальных условий в некоторый

момент времени t = to на импульс частицы определяет характер

траектории частицы, которая является сложной спиралью с пере-

менным шагом вдоль направления волнового вектора, что сущест-

венно отличается от обычно используемого решения той же зада-

чи в специально выбранной системе координат, в которой траек-

тория является окружностью ( [I] , § 47, задача 2 и § 48, за-

дача 3).

Анализ решения показал, что общее выражение для функции

йюильтона-Якоби, приведенное в [I] , не вызывает сомнения.

Оказалось, что полученные в [I] решения (§ 48, задачи 2,3) в



системе координат» где частица в среднем покоится, эквивален-

тны решению той же задачи в лабораторной системе, но для впол-

не конкретных начальных значений р"
0
 . Для этого необходимо в

найденных решениях (31), (34) приравнять начальные значения

векторного потенциала в точке нахождения частицы ̂ (%)*A[f(p%,-^]

х начальному вначению импульса
 c
P°f

 в
 плоскости, перпендику-

лярной движению волны. Это всегда можно сделать,поскольку век-

торный потенциал плоской электромагнитной волны определен с

точностью до аддитивной постоянной. Однако эта процедура фик-

сирует выбор аддитивной постоянной векторного потенциала,связы-

вая ее с начальным значением импульса "$
о
 . При этом теряется

явный вид калибровочной инвариантности решения. Вследствие это-

го мы не можем использовать решения [I] для выяснения целого

ряда вопросов, таких, например, как зависимость решений при

заданных начальных данных от< произвольной (постоянной) фазы

векторного потенциала, а также применить решения [I] к частицам,

имеющим некоторый разброс начальных скоростей и т.д. Помимо

указанного выбора аддитивной постоянной векторного потенциала

необходимо наложить также ограничения на начальный импульс

частицы вдоль распространения волны, связав его со средним по

периоду волны значением векторного потенциала. Эта процедура

эквивалентна переходу в движущуюся систему координат вдоль на-

правления распространения волны, в которой среднее значение им-

пульса вдоль волны равно нулю, т.е. р^ = 0. Эта процедура

накладывает ограничение на среднее значение квадрата векторно-

го потенциала, связывая его с начальным значением импульса,

частицы вдоль волны. Например, для движения в волне с круговой



поляризацией решение [I] требует, чтобы начальный импульс

вдоль волны р
о х
 равнялся нулю.

Таким образом, решения указанных задач в системе, в кото-

рой частица в среднем покоится, правильны, однако в этой сис-

теме должны выполняться приведенные ниже условия (36), (37),

т.е. начальные и средние значения векторного потенциала связаны

с начальным значением импульса частицы, что не всегда удобно

при решении конкретных задач.

В то же время решения, свободные от этих ограничений и ин-

вариантные к прибавлению к Л аддитивной постоянной, могут

Зыть легко выписаны (см.ниже формулы (31) и (34)).

Для подтверждения приведенных выше рассуждений рассмотрим

различные методы решения интересующей нас задачи.

I. Вначале рассмотрим движение заряженной частицы в поле

диркулярно-поляризованной электромагнитной волны, используя

эбычные трехмерные уравнения движения.

Уравнения движения заряженной частицы в поле Е и Н име-

ю т " в и д ' • • < ! • •

dp" P е Г~"[11 -*• nw - f"
0
*

Для электромагнитной волны циркулярной поляризации, распростра-

няющейся вдоль оси х , с волновым вектором. К*
z
 К ~-о>/с , поля

представляются следующим образом:



где Е
с
 - амплитуда (действительная величина), а

<̂  = cot - кх+ S

- фаза электромагнитной волны ( 6~ - постоянная величина),ура-

внения (I) можно переписать для отдельных компонент в следую-

щем виде:

Поскольку х и t , входящие в E(<f), берутся на траекто

рии частицы, имеем

. d«f/dt = о>(*-гг
х
/с;,

 (5)

и уравнения (4) для поперечных компонент импульса можно пере

писать в следующем виде;

Лля получения физического решения требуется наложзние на-

чальных условий на координату и импульс чаотицы при t = t
o
:

(7)



uc--^, дайощувд&е на частицу при t - t 0 , Х«Хс , опреде-

лится зелачлной

• 8, E(cf)« Е (%). (8)

Для вюю^епяя указанных начальны?: условий систему необхо-

димо специальным й ^ з ш приготовить. Задание начальных усло-

в;:,й Б виде (7) ¥ зйачемяя подя S"'̂ 1
.-'

1
 может быть осуществлено

в специально доставленных экоперимектах, например, при влёте

частицы в ограничена:?$: 2 пространстве волну или при внезапно!

выживания *ТС:Г.ЙГ,ГО 55лгктрона Енешним фотоном в поле электро-

магнитной BcciEiH и ?,д, 3 противном случае необходимо решать

задачу с "включением" поля, что значительно осложнит (но в

оушкосжи не изменит) приведенные ниже рассуждения.

С помощью (^), (8) и (2) соотношения (6) можно проинтегри-

ровать

(9)

Из соотношений (9) видно, что изменение поперечного импуль

са частицы определяется интегралом от напряженности поля, т.е.

определяется эффективным значением напряженности.

Для импульса частицы вдоль направления распространения

электромагнитной волны, т.е. для продольного имтгльса частицы

в волне имеем



Px = Pox + me

откуда сразу получается инвариант

1-ТЛс/с _ 1 - Vox/с

\j1-<v/c)2' " >| 1

Из соотношений (4), (9) и (II) для: продольного импульса

частицы получаем

При написании формулы (12) для упрощения выражения мы

приняли, что

Ро
а
 - Рог = ° I (

13
)

т.е. в начальный момент частица движется вдоль направления

распространения волны.

Соотношение (12) показывает, что в цирисулярно поляризован-

ной электромагнитной волне импульс частицы вдоль направления

распространения волны есть пбраояНесмк функция от собствен-

ного времени, посколысу из (5) ж (II) следует

8



Ш

где V - собственное время:

t

2. Точно такие же соотношения следуют и из решения реля-

тивистского уравнения движения с учетом диэлектрических свой-

ств среда [2] , если в выражении для 4-импульса частицы в вол-

не р из работы [?] совершить предельный переход к случаю ва-

куума. В этом пределе, используя соотношения (2) и (3) указан-

ной работы, имеем

где Rp*Ayfi
y
 >pf=(Jr>K)r ^,V= 0,1,2,3, а выраже

ние (5) можно переписать в виде тождественно совпадающем с

соотношением (3) [2] в пределе К^к^ — 0 :



Для циркулярно поляризованной волны, опиоазазмой з&гл'ор-

-потенциалом

sin <f

где а связано с Е
е
 соотношением а = сЕ,/со и

ч I

из (16) получаем выражение для импульса частицы вдоль направ-

ления распространения волны

а также выражения для р
3
 и р

г
 ( р

в
у = р

9%
 = 0)

в'полном соответствии с (12), что вполне естественно, так как

использование вектор-:потенциала вместо полей Е и Н не долж-

но приводить к физически новым результатам.

Заметим, что выражение (16), а также приведенное ниже вы-

ражение (31) справедливы и при р^ f 0, р
ог
ф 0.

3. Рассмотрим теперь решение той же задачи, следуя методу,

изложенному в [I] (§47, задача 2).

10



Решение уравнения Гамильтона-Якоби

(21)

где '~f = КцХг , а К» - постоянный вектор, причем К«К =

- к\ = х = с, ищем в виде

* / + З Д Ь (22)

где j
J ;
 - постоянный вектор, который может зависеть от поля

5

к£.к о1.»1 параметра. Для свободной частицы Лц = const и
:, - *, (i'*H'*O)s f^

0>
 , где Й " импульс свободной

часотцы, f
(
°« 1

<0
^ = гп*с

г
 . Однако в поле мы должны считать

величину §
и
 •^ постоянной, хотя и необязательно равной т

г
с

г
;

как увидим ниже, это обстоятельство не изменяет решений, полу-

ченных в [I] .

Напомним, что мы ищем такой интеграл уравнения Гамильтона-

-Якоби, который должен содержать только три произвольные посто-

янные, обозначенные через ГВ И % .

Подставляя (22) в (23) , получаем

(24)

где

Интегрируя (24) по у , имеем

II



' (26)

и no формуле (22) восстанавливаем действие s :

Рассмотрим волну, распространяющуюся вдоль оси х ,

(27)

и обозначил через ЗВ двухмерный вектор ( £ , f% ).Тогда

ас
1
,

к.

Выбираем потенциал в калибровке Л » ( О, Л 4 , Л$ )» Д»

тогда (22) и (26) можно переписать в виде

, (29)

12



\ в полном соответствии с [I] , эа исключением того, что величи

на $р • $ = ctft не определена.

Иопольщуя (29) , определим импульсы fy по формуле

S

(30)

Соотношение е = с>/р
8
 + т

г
с* автоматически выполнено, и

решения (30) находятся в полном соответствии с [I] .

Выберем начальные условия при t
s
t

0
 , r = ]^ , ]Г - р

в

Тогда окончательно получим

Рх - Рох ~ р
0
 [Л

(31)

в» - У .
 с +о

где "с" * д W Рох •
Постоянные ж , у а ju j {т.е. f ° + | 1 ) , входящие в

(31), выражаются через ft = ( рох » р«, » Рог ) = ( р о х

по формулам
13



1
2К

* у , Е
=, Е
=
 Род,

Соотношения (31) находятся в полном согласии с выражением

(16), если ае и у выразить, согласно (32),' через ?7 =

Для нахождения траектории частицы проинтегрируем шражекае

(31), воспользовавшись соотношением

( 3 3 )

тогда имеем

У.

(34)

1 $

14



Обратим внимание на то, что соотношения (31) и (34) инва

риантны к преобразованию J4(«f) + 6 , где 6 - постоянный

вектор.

Рассмотрим решения в с ш ц м а и ю Ё системе координат, где

частица в среднем покоится.

Выберем решения так, чтобы внполмнось

«=0 , Р
х
 =0 , (35)

где черта означает усреднение по периоду волны.

Усредняя по периоду первое уравнение из (31), получим

Рох - - -§ф- [Я
8
(*) - Л Ч У О ) ] • (36)

Условие аГ= С связьшает начальное значение импульса

Р
ор
 с аддитивной постоянной векторного потенциала
J

С Я Ь о ; •
 ( 3 ?

j

Таким образом, система, в которой частица в среднем покоится,

соответствует заданию начальных данных (36) » (37). Этим фик-

сируется произвольная аддитивная постоянная векторного потен-

циала и среднее значение по периоду.

Из (32), (36) и (37) следует, что

|^ (38)

15



Решения дои р примут вкд

> 2 i (39)

Траектория частицы определяется в параметрическом виде

to)»Vf-&+ К(Х-Хв).

Формулы (39) и (40) совпадают с формулами (3) и (4) рабо-

ты [I] , (§ 47, задача 2). Это означает , что формулы (3) и

(4) работы [I] справедливы при начальных условиях (36) и (37)

в лабораторной системе координат.

Проверим это заключение на,примерах, рассмотренных в [I]

( § 48, задачи 2,3): .

А. Рассмотрим задачу 2 о движении заряженной частицы в

поле линейно поляризованной электромагнитной волны, описывае-

мой вектор-потенциалом

16



Из выбора (36) и (37) автоматически следуют начальные условия

fe , где
у определяется выражением (38). Легко видеть, что решения,

приведенные в [2J , удовлетворяют этим условиям.

В этом случае решения (39), (40) имеют вид Ш :

Б. Рассмотрим задачу 3 в случае движения частицы в волне

с циркулярной поляризацией. В [I] выбран векторный потенциал

в следующем виде

Из (40) имеем

При решении использованы условия (36) , (37). Приведенное ре

шение тождественно решению [I] (Л 48, задача 3).

17
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