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I . Введение

При исследовании динамики и частотно-угловых характеристик

язлучения заряженных частиц при их каналировании и квазиканали-

ровании в реальных кристаллах весьма важно учитывать влияние

некогерентного многократного рассеяния частиц на ядрах и элек-

тронах среды.

Учет указанного влияния можно проводить с помощью уравнения

Фоккера-Планка для функции распределения частиц в фазовом про-

странстве. После усреднения по координатам задача сводится к

решению уравнения Фоккера-Планка для функции распределения час-

тиц по поперечной энергии в случае малых углов влета частиц от-

носительно кристаллографических плоскостей или для функции рас-

пределения по поперечной энергии и продольному моменту - в слу-

чае осей Ц-4] .

Наряду с таким статистическим описанием существует еще дру-

гой метод, основанный на динамическом описании движения, а имен-

но, на интегрировании уравнения движения частиц в поле атомов

кристалла. Вариант такого метода, исходящий из бинарных стол -

кновений частиц с атомами кристалла, использовался Ямамурой и

Оцуки [5] для расчета спектров излучения электронов и позитро -
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я ив, влетающих з кристалл под малыми углами относительно крис-

таллографических осей.

При высоких энергиях частиц, когда длина пробега частиц в

кристалле велика, необходимо учитывать большое число столкно -

вений частиц с атомами кристалла, что непомерно увеличивает

время расчета при использовании метода бинарных столкновений.

В этом случае более подходящим является метод [6] , основанный

на решении уравнений движения частиц в поле атомов кристалла ,

усредненном вдоль осей или плоскостей (поле "непрерывных" осей

или плоскостей).

Однако поле непрерывных осей или плоскостей не описывает не-

когерентное рассеяние частиц. В настоящей работе сделана по -

пытка описать это рассеяние путем учета отклонений истинного

потенциала поля от усредненного и на основе численного расчета

траекторий исследовать динамику и характеристики излучения

частиц при их плоскостном каналирозании и квазиканалировании в

кристаллах.

2. Стохастические дифференциальные уравнения

Движение частиц в кристалле с учетом их некогерентного рас-

сеяния на тепловых колебаниях ядер я электронах среды можно

моделировать с помощью стохастических дифференциальных уравне-

ний (СДУ) (см.,например, [ ? ] ) . Пусть частица с массой покоя

гпо и лоренц-фактором у" движется под малыми углами относи-

тельно кристаллографических осей. Тогда движение частицы в по-

перечной плоскости ( х , у ) (ось Е направлена вдоль ука -

занных осей) можно описывать СЛУ вида



d x = i r ^ d t 7

dy = i fydt .

Здесь m=mov~ - релятивистская касса частицы; U(x,yj - по-

тенциальная энергия частицы в поле непрерывных осей:

- энергия частицы в кристалле,усредненная по тепловым

колебаниям атомов, d a - пространственный период кристалличес-

кой решетки вдоль оси 2 ; d W , ^t) и dW^CtJ - случайные

величины, соответствующие так называем о?»; у зи неровен ому процес-

су (см. [ 7 ] , г л . З ) . Поскольку dWL dWj = $:- d t ( o r - сим-

вол Кронекера), из ( I ) следует, что величины <ооС(
аС = Х ' У )

связаны со средними квадратами изменений поперечных компонент

скорости

At 12 J

где интервал A t усреднения такой, что за это время частица

пролетает расстояние, значительно большее атомных размеров, но

значительно меньшее расстояний, на которых потенциальная энер-

гия частицы существенно изменяется.

По аналогии с [8]положим
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где E s = 14,1 МэВ [9] , Е = ̂ с - энергия частицы ,

о,И * ty{Ljoz/LR)]z, Lcz -толщина кристалла,

LR - радиационная длина,

2 - атомный номер, b' = 8n 184,2 1 Ь и L" = Рл J194 Z " г / 3 -

- радиационные логарифмы, г[ = 4,31 1(г б см , ^ j C X j y ) и

Р ( х , у ) - плотности распределения соответственно ядер и

электронов с условиями нормировки

о о

dK и cly - пространственные периоды кристаллической решетки

вдоль осей X и LJ о Заметима что [9]

о о

Аналогично, когда частица движется под малыми углами отно -

сительно кристаллографических плоскостей, ее поперечное движе-

ние можно описывать СДУ вида:

6x(x)clVVi(t),

dx = "U"xdt,

dy = Uy d t ,



Здесь оси х и у направлены соответственно перпендикулярно

и параллельно кристаллографическим плоскостям, U(,x) - потен-

циальная энергия частицы в поле непрерывных плоскостей

О О

Дисперсия 6^ (х) определяется формулой, аналогичной ( 3 ) :

где

Zlfc) fg
Сх) « , , > (9)

Р Сл) 1 Р (х) - соответствующие одномерные плотности распреде-

яения

Распределения ядер и электронов £ ( х , у ) и Р (*>У) в

кристалле являются периодическими функциями координат и поэто-

му могут быть разложены в ряды Фурье

(И)

где ^ L = {2army/dx , Zdin/d^X y ^ х = { * ? у } > суммирование

проводится по всем ^ ^ 0 .

Если ядра расположены по закону Гаусса с дисперсией, равной
г

среднему квагтату И, амплитуды тепловых колебаний, для



к оохри центов Vf,,n получаем

Коэффициенты итп молено найти из плотности электронов,

определяемой уравнением Пуассона. В приближении Мольера для

потенциала изолированного атома после несложных вычислений

;.:омно получить

з

/UsZ>Lf>i4K+9iaT»0" ; (13)

-УЗ о

где OLL ' Pi. " константы вольера, a T F = 0,4685 • Н (fl) - ра-

диус Томаса-Ферми.

Нетрудно убедиться, что для распределений Р

Р _ ( Х ) (см. ( I I ) ) имеем

(14)

где ^ m o и >umo определяются (12) и (13) с п = 0.

Часто бывает удобно описывать состояние частицы, движущейся

под малыыи углами относительно кристаллографических осей, с

помощью поперечной энергии

£ U 2 ^

и продольной компоненты момента импульса:



Воспользовавшись формулой Ито (см. [ 7 ] , гл. 4),из ( I ) получа-

ем СДУ

(17)

Отсюда получаем

У б 2
тУб

г = 26гдз 6 =

Аналогично, в случае движения под малыми углами относитель-

но плоскостей из (7) получаем

- d t • m^iTxdw,, (19)

где

e x a jn^L_ + U c x ) . (20)

Отсюда



3. Моделирование траекторий

Численное моделирование траекторий частиц, движущихся в

кристалле под малыми углами относительно кристаллографических

плоскостей, проводится путем последовательного решения СДУ (7) .

Для этого на каждом участке траектории д£' частицы решаются

уравнения (7) без учета стохастических членов, К значениям irx

и я/у в конце участка добавляются приращения А\ГХ - Ъ*А\Ы,

и д г г 3 * 6 х д у у г , где случайные величины AW* разыг-

рываются по гауссову распределению с математическим ожиданием,

равным нулю, и дисперсией, равной At = д £ / с . Новые значе-

ния т/х + дгг* и г/у + AUy (а также х , у в конце

рассматриваемого участка) берутся в качестве начальных условий

для решения уравнений (7) на следующем участке траектории.Имея

в виду реальный пучок частиц, координату -х(о) при влете час-

тицы в кристалл, считаем случайной, равномерно распределенной

внутри элементарной ячейки» а координату у (о) без ущерба

общности считаем равной нулю. Компонента if* (0) определяется

направлением и угловой расходимостью пучка частиц* Выбор длины

участка дб определяется тем, что на этой длине величина

^ос {<*• ~ X ? У) не должна претерпевать существенных измене -

ний. Другими словами, длина дЕ должна быть намного меньше

периода колебаний траектории. Чрезмерное уменьшение £& не-

целесообразно, так как это увеличивает время счета, ноне улуч-

шает ( а может наоборот ухудшить).точность счета из-за накопления

погрешностей вычислений.

Вычисления показали, что проекции траекторий частиц на попе-

речную плоскость (X,LJ) имеет сложный хаотический вид. При
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этом частицы неоднократно переходят из режима каналирования

( е А < и 0 ) в надбарьерный режим (квазиканалирования, Е Х > J c )

и наоборот. Благодаря обратному захвату в канал доля каналиро-

ванных частиц в пучке на данной глубине 6 проникновения

уменьшается с глубиной 6 достаточно медленно (рис.1 ,кри-

вая I ) . Например, эта доля составляет ~20% для электронов

с энергией 4,5 ГэВ на глубине I мм в случае плоскостей (НО)

кристалла алмаза, в то время как доля электронов, остающихся в

исходных каналах, уменьшается с глубиной I очень быстро

(рис.1, кривая 2) и становится ничтожно малой уже на глубине

~ 100 мкм (порядка "длины деканалирозания").

4. Угол многократного рассеяния

Важной характеристикой траектории частицы является средний

по большому участку траектории квадрата угла многократного

рассеяния. Длину этого участка будем выбирать достаточно боль-

шой, чтобы частица успевала побывать на разных расстояниях от

кристаллографической плоскости - как на наиболее , так

и на наименее удаленных.Но с другой стороны, на этой дли-

не поперечная энергия частицы не должна еще существенно изме -

ниться. Указанным условиям удовлетворяет длина порядка периода

колебаний.

Введем функцию распределения f ( х , Ej.) поперечной ко-

ординаты- х частицы с данной поперечной энергией £ х с

условием нормировки:
а,



Для дезориентированного кристалла можно считать, что

f (х, е
х
) = d;

1
 . Тогда, имея в виду (8), (9) и (6), лолуча-

е;.:, что средний квадрат угла многократного рассеяния частицы

на единице длины пути принимает соответствующее значение для

аморфного вещества

о

В случае же движения под малыши углами относительно кристал-

лографических плоскостей

с"
( 2 3 )

где

с Т

(24)

Т - период поперечных колебаний частицы.

Для позитрона с хорошей точностью можно ограничиться приб-

лижением параболического потенциала. Тогда для каналированных

позитронов получаем [10]

' / ? ^ » ) ; C25)

где J
o
 - функция Бесселя нулевого порядка, U

o
 - глубина по-

тенциальной ямы. Аналогично, для каналированных электронов ,

находящихся далеко от дна потенциальной ямы, получаем [II]
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й общем случае не всегда легко удается найти аналитические

выражения для 4e*(£-j.) и ц _ ( е х ) и их необходимо

вычислять численным интегрированием согласно формуле (23) с

учетом (8), (9) , (14) и (24). Расчет показывает (рис.2), что

средний квадрат угла многократного рассеяния частицы при ее

плоскостном каналировании и квазиканалировании в кристалле зна-

чительно отличается от аналогичной величины в эквивалентном

аморфном веществе. Величина Г|(.6±.) существенно зависит

от поперечной энергии е х и может быть как больше, так и

меньше единицы. Подавление некогерентного рассеяния электронов

( г|е_ < I ) при поперечной энергии порядка высоты потенциально-

го барьера 6j. «« Uo объясняется "зависанием" электронов

в области пространства, где плотность зарядов минимальна [ I I ] .

Противоположно этому, позитроны с Е± « и 0 "зависают" вблизи

кристаллографических плоскостей, что приводит л усилению неко-

герентного рассеяния примерно в 3-4 раза по сравь<?нию со слу -

чаем разоризнтированного кристалла,,

Указанная зависимость среднего квадрата угла многократного

рассеяния на единице пути от поперечной энергии частиц приво-

дит к существенному различию в угловой расходимости пучка час-

тиц при их прохождении через ориентированный кристалл и эквива-

лентное аморфное вещество. При малых глубинах проникновения

расходимость пучка электронов больше в кристалле, а начиная с

определенной глубины (150 мкм для электронов с энергией 4,5 ГэВ

з плоскостях (НО) алмаза) она становится меньше [12] . Прове-

денный расчет показывает, что указанная величина даже на весьма

больших глубинах ( ~ 1 * 2 мм) все еще составляет бо • 80% от

соответствующей величины в случае аморфного вещества.
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5. Характеристика излучения

Из полученных траекторий можно построить функцию распреде-

ления частиц по поперечной энергии ; f (£ j . ,6) на данной

глубине 6 проникновения в кристалл.

Результирующий частотный спектр излучения dW/dec пучка

частиц можно получить, как обычно [13,14] , усреднением спек-

тра dW(ej.)/clct> для частицы данной поперечной энергии е х

по е х

где

- средняя по толщине кристалла L c функция распределения.

Результаты расчета (рис.3,4), проведенного с использование*

потенциала Мольера и точной электродинамической формулы [12],

учитывающей недипольность излучения и продольные колебания

частиц, заметно отличаются от аналогичных результатов, полу -

ченных в более простой модели, не учитывающей различие неко -

герентного рассеяния в ориентированном кристалле и в аморфном

веществе[14] . Некоторое расхождение с экспериментальными дан-

ными можно объяснить тем, что при толщинах кристалла в I мм и

1,7 мм вероятность образования двух и большего числа фотонов

не мала (при Lc = 1,7 мм среднее число фотонов « 1,3), и в

эксперименте [15] детектор мог зарегистрировать несколько одно-

временно испущенных фотонов как один фотон с суммарной энергией.



Это может привести к заметному сдвигу спектра в более жестокую

область частот.

Формула (27) справедлива, вообще говоря, при условии, ччс

на длине траектории частицы, существенной для формирования м.:-

лучения, поперечная энергия частицы заметно не изменяется.

Однако результаты моделирования показали, что некогерентное

рассеяние частицы может существенно изменить ее поперечную

энергию уже на протяжении одного-двух периодов колебаний.

Действительно, среднее по траектории излучение поперечной

энергии на единице длины пути в кристалле определяется формулой

(29)

В частности, в случае Е = 2 ГэБ и д£ = 3 мкм (порядка

одного периода колебаний в алмазе) для электронов, находящихся

на дне потенциальной ямы, или позитронов с поперечной энерги-

зй порядка высоты потенциального барьера из (29) получаем, что

< A £ j L > / £ i ~ 10 * 20%. Можно также оценить средкез измене-

ние квадрата поперечной энергии. Для приведенного примера

< л е ^ > / г /е х составляет 10 * 15$.

Поэтому для более точного расчета частотно-углового рае-яре -

деления d 3 w/dco ct6xd.6y энергии излучения следует ис -

ходить из траекторий, полученных в результате моделирования,

согласно известной формуле [16]

где п = { е
х
 ,e

3
,1 -(6l +

- единичный вектор в направлении излучения,
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Частотный спектр dW/dco излучения можно рассчитать

последующим численным интегрированием (30) по телесному углу.

Электромагнитные потери энергии дЕ = f(dW/dco)dco элек-

тронов и позитронов высоких энергий ( Е ^ 10 ГэВ) в доста -

точно тяжелых и толстых кристаллах могут составлять значитель-

ную долю первоначальной энергии частицы. В этом случае уравне-

ния (7) необходимо дополнить уравнением [16]

учитывающим изменение лоренц-фактора f = Е/т„с г частицы.

6. Связь СДУ с уравнением Фоккера-Планка

Функция распределения f (Ej.,6) , используемая в (28),

в действительности описывает некоторую совокупность (ансамбль)

частиц» Более полно ансмабль частиц описывается функцией рас-

пределения в фазовом пространстве ( X , у , \J\ , 1Гу j e В

случае плоскостного каналирования и квазиканалирования доста-

точно рассматривать переменные X и £ х » Из системы СДУ ,

определяющих движение отдельных частиц, можно получить уравне-

ние Фоккера-Планка для функции распределения F ( x , E j . , t )

Если, как обычно, предположить:

( 3 2 )
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то после 5гсреднения по л уразкения для F ( x ; £ j . , t ; . полу

чаемого из СДУ (19), приходим к уравнению Фоккера-ITланка для

f ( £ x , ^ , приведенному ранее [3]

где уголковые скобки означают усреднение по х с помощью

функции ф ( х } еА\ . При наличии эргодичности функции распре -

деления ф ( х ; е д . ) для ансамбля и f ( x , £ x ) Для отдельной

частицы (см. (24)) совпадают*

¥•'•••
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полдней к РИСУНКАМ

Рис.1 Отношение числа каналированных частиц Nch к полному

числу частиц Ntot B зависимости от глубины проникно-

вения 6 . Кривая I учитывает все каналированные части-

цы на данной глубине проникновения. Кривая 2 - только те,

которые остались в исходном канале.

Рис» 2. Зависимости IC^i.) о т отношения £Х/1Л, попереч-

ной энергии к глубине потенциальной ямы в случаях элек-

тронов (кривая I ) и позитронов (кривая 2 ) , каналирован-

ных плоскостями(ПО) алмаза. Кривые рассчитаны с помощью

потенциала Мольера. Случаю дезориентированного кристалла

( г|(ех) = I ) соответствует штриховая кривая.

Рис.3 Спектр излучения электронов (сплошная кривая) с энергией

Е = 4,5 ГэВ при каналировании плоскостями (НО) алмаза

толщиной Lc = I мм. Точки соответствуют эксперименту

[15] , штриховая кривая - расчету [14] .

Рис.4 То же, что и на рис.3, при Lc= 1,7 мм„
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